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 مقدمه

ايند و قالبی امروزه در شاخه های گوناگون علوم سعی می شود تا مفاهيم اساسی را به زبان رياضی بيان نم

قل درآورند رياضی برای آن پيدا کنند تا بتوانند وجود آنها را منطقی و به صورت ساختاری منسجم و مست

 و به پيشرفت های سريعتری دست يابند.

رياضيات مجزا يکی از شاخه های پرکاربرد و جذاب ريا ضيات است که در رشته های مختلف علوم 

تن درک حل مسايل بعضی از علوم کاربردی و فنی بدون داشکمپيوتری موارد استفاده ی گسترده ای داشته و 

صحيح از مباحث رياضيات مجزا دشوار و گاهی غير ممکن به نظر می رسد. از همين جهت است که در 

برنامه ی درسی کمپيوتر در همه ی کشور های جهان ، رياضيات مجزا جايگاه خاص خود را دارا می 

ه ها دمدار های منطقی کمپيوتر ، مبحث درختها در ساختار ديتا و باشد.درک مباحثی مانند سخت افزار، 

 مباحث ديگر بدون داشتن اطلاعات عميق از رياضيات مجزا تقريباً غير ممکن است.

يق مسايل يکی از توانايی های مهم رياضيات مجزا قدرت مدل سازی آن است که با استفاده از آن به بيان دق

خته است. ريتم های مناسب و پياده سازی کامپيوتری آن ها به حل مسايل پرداپرداخته و سپس با ابداع الگو

اربردی کالگوريتم هايی مختلفی که در رياضيات مجزا مطرح هستند ، پل ارتباطی انکار ناپذيری بين علوم 

دسی ، مهنو علوم کامپيوتری ايجاد می کنند. به گونه ی مثال ، درخت ها در رشته های مختلفی مانند کيميا

اد کانال برق و علم محاسبه کاربرد دارد. برعلاوه از تيوری آن در لوله کشی نفت ، لوله کشی گاز ،  ايج

رها ، های آبرسانی ، ديزاين را ه های ارتباطی بين شهر های يک کشور ، ديزاين نقشه های مترو های شه

 و ده  ها مورد ديگر به طور وسيعی استفاده می شود. 

وره ايران در د ،در کشور همسايه ی ما ، مکاتبمجزا در کشور های پيشرفته در دوره ی تدريس رياضيات 

 لازم به تذکرافغانستان در دوره ی پوهنتون صورت می گيرد.  ،ی پيش دانشگاهی و در کشور عزير ما

ر د تدريس آن تدريس رياضی مجزا در کشور ما سابقه ی چندانی ندارد و از چند سالی بدين طرف است که

روج و ديگر پوهنتون های افغانستان م ی کمپيوتر ساينس پوهنتون کابلځديپارتمنت های مختلفه ی پوهن

  گرديده است.

اخته به تيوری گرافها پرد اولفصل ترتيب و تنظيم گرديده است..در فصل  چهارمطالب لکچرنوت حاضر در 

 ر مشروح مورد بحث و مداقه قرار. در فصل دوم درخت ها به طوشده و مسايل بسياری حل گرديده است

ر دواگذار گرديده است. ن تمرينات زيادی به عنوان کار خانگی به محصلادر پايان فصل  و گرفته است

ی فصل سوم رابطه ها و انواع آن به طور مفصل مورد بحث و بررسی قرار گرفته و مسايل فراوانی برا

ونی بولين مورد بحث قرار گرفته و مثال های فرا رهنمايی محصلين حل گرديده است. در فصل چهارم جبر

ساختن  اصول جبر بولين ، مدار های منطقی کمپيوتر ، سادهنامبرده . در فصل در مورد آن حل گرديده است

  .دياگرام کارنو و ده ها مسايل ديگر تجزيه و تحليل گرديده است ،مدار های منطقی کمپيوتر

قه و ساير علا پيوتر و رياضیمرشته های ک محصلانرد استفاده ی مومطالب اين لکچر نوت  اميدوارم که

 قرار گيرد. مندان
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 اولفصل 

  (Graphs)ها  گراف

 (Graph)گراف

ه ك چند که تاريخی بسيار كوتاه اما رشدي بسيار وسيع دارد.هر است گراف يكي ازشاخه هاي رياضي

به بعد اين  1930به طور جدي از سالهاي  ( يافت اما1707-1783زمان اويلر) ميتوان در ريشه اين علم را

اف ها علم مورد توجه رياضيدانان قرار گرفت وبه صورت يك شاخه ازرياضيات نمايان شد. نظريه ی گر

، مدلسازي امروزه درزمينه هاي مختلف علوم ديگر مانند اقتصاد، ژنتيك، علوم روانشناسي، جامعه شناسي

جذاب ز ااي گوناگون كاربرد دارد. به همين دليل اكنون يكي انرژي، انتقال اطلاعات وبرنامه ريزي ه

براي  ترين شاخه هاي رياضيات وعلم كامپيوتر به حساب مي آيد. درواقع نظريه گراف ها مدلي رياضي

 يك مجموعه گسسته مي سازد كه عناصر آن به طريقي به يكديگر مرتبط شوند.

ي ها م ستمطالعه ساختار روابط بين عناصر  وبه عبارت ديگر گراف ها وسيله ای توانا دربررسي 

 باشند.

وابط رتعريف  ابتدا به عنوان ابزاري براي فرمول بندي مسايل و به همين دليل نظريه ی گراف ها در

يا  وحل آن  آن كه مسأله به زبان رياضي فرمول بندي شد و پس از متقابل بين آنها به كار مي رود

پل  اين معما هاي حل شده همان مسأله معروف هفت . شايد يكی ازپاسخگويي به آن ساده خواهد بود

 حل گرديد.  (Euler) است، كه توسط اويلر (Kӧnigsberg )كونيگسبرگ 

 ليننگراد ابه نام ک در روسيه واقع بوده و حالا) پروس شرقی  در شهركونيگسبركميلادی در قرن هيجدهم 

Kaliningrad پرگلدهانه رودخانه  درو  است( معروف (pregel)   و کونيکسبرگ از د .قرار داشت

د شكل مانندر آن زمان هفت پل اين چهار منطقه را كه ساحل يک رودخانه و دو جزيره تشکيل شده بود 

 به هم وصل می کرد.زير 

 

بي رودخانه مردمي كه دراطراف اين جزيره قدم مي زدند، دريافته بودند كه اگر آنها مثلاً از ساحل جنو

ايد حداقل يك قدم زدن بكنند وطوري برنامه ريزي كنند كه روي هر پل دقيقاً يك بار عبور كنند ب بهشروع 

 ناديده بگيرند. پل را
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چ کس مطمئن اين براي مردم روشن شده بود كه نميوانند از روي هر پل دقيقاً يك بار عبور كنند، اما هي

 نبود 

لر مساله ئنارداويلر رياضيدان بزرگ سويسي فرستاد. اويبراي ل ، فردي مسأله را1753سر انجام درسال 

 به اين تلاش ها خاتمه داد. حل و را

هر  در كونيگسبرگ به اين صورت رسم كرده ايم كه درشكل زير گراف متناظر با خشكي ها، پل ها را

ناميم.  ينظر مي گيريم وآن را رأس م به عنوان نقطه اي از خشكي كه به آن وارد مي شويم در نقطه را

 يال مي ناميم. م وصل مي كنيم كه آن راه با پاره خطي به هرپل بين دو نقطه خشكي را

 
 

گذر  با ده ولذا، به بيان گرافي مسأله به اين صورت تبديل مي شود كه آيا مي توان از يك رأس شروع كر 

 يال) يا پل( فقط يك بار، به آن رأس برگشت؟ هر از
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 غير ممكن است. اين كار اويلر ثابت كردكه

پس به  فقط يك بار عبور مي كنيم،  (edge) يال شروع مي كنيم چون از هر(vertex) رأس  وقتي از يك

ت ديگر بايد بايد به همان دفعات هم ازآن رأس خارج شويم، به عبار دفعاتي كه به يك رأس وارد مي شويم 

يال هاي وصل  پذير باشد، درحالي كه تعدادامكان  باشد تا اين كار جفتبه هر رأس تعداد يالهاي وصل شده 

 است، لذا اين كار غير ممكن است. تاق Dبه رأس  شده 

رگراف پل درأس درجه آن رأس ناميده مي شود،  تعريف مي كنيم كه تعداد يالهاي متصل شده به هر بعداً  

 است. تاق كونيگسبرگ درجه تمام رأس ها عددي 

 براي آنها رسم كنيم. نمايش تصويریوانيم مانند فوق كه مي ت مثال های زيادي وجود دارند

شده  تصور كنيد كه شبكه اي شامل شش كامپيوترداشته باشيم كه به صورت هاي زير به يكديگر متصل 

 باشند:

 متصل است.E و B ،C ،Dبه كامپيوترهاي Aكامپيوتر

 متصل است. Cو Aبه كامپيوترهاي   Bكامپيوتر

 متصل است. Eو A،B ،Dبه كامپيوترهاي Cكامپيوتر

 متصل است. Cو Aبه كامپيوتر هاي  Dكامپيوتر

 متصل است. E به كامپيوتر Fكامپيوتر 

 درشكل زير به راحتي مي توان وضعيت اتصال كامپيوتر ها را مشاهده كرد.

 

 رسم چنين شكلی نشان دهنده يك گراف است.

 ي كنند بهم وصل م ط ها يي كه رئوس رارئوس( پاره خ ستناميده مي شوند.)(vertices) نقطه ها رئوس  

نقطه اي مي ناميم. چنانچه درشكل فوق مشاهده مي كنيم ممكن است دويال يكديگر را در (edges)ها يال

نوع شكل ها  . توجه داشته باشيم كه اين ECو  ADقطع كنند اما آن نقطه رأس نباشد، مانند پاره خط هاي 

وابع تمعادلات يا  نمايش های تصويریبحث مي كنيم كاملاً از كه دراينجا  نمايش های تصويری ایيا 

 متفاوت هستند.
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  هم وصله اي از يالها است كه رئوس مختلف راب ستاي ار رئوس و ستدرحالت كلي، يك گراف شامل 

 مي كنند.

ي ممكن يالها ممكن است، خط راست يا منحني باشند، كه يك رأس را به رأس ديگر متصل مي كنند يا حت

 چنانكه درشكل زير مشاهده مي كنيد. به خودآن رأس وصل كند، است يك رأس را

 

 نشان داده ايم. ieوهريال رابه  ivبه  دراين شكل هر رأس را

دويال بهم  . وقتي دورأس با5eمي نامند، مانند  به خودش وصل مي كند آن راطوقه وقتي يالي يك رأس را 

يگري . ممكن است رأسي به هيچ رأس د3eو 2eموازي مي نامند مانند يالهاي  وصل شوند آن دويال را

به  ف را.اكنون گرا 1vتنها مي نامند مانند رأس وصل نشده باشد دراين صورت آن رأس را رأس منفرد يا

 زير تعريف ميكنيم. طور رسمي در

 متناهي است: ستشامل دو  Gيك گراف

ر عناصکه  E(G)ست يك  مي ناميم و (vertices)  رئوس كه عناصر آن را V(G)غير خالی  ستيك  

س أا يك ريبه هم  س راأنيز باشد(. هريال دو ر خالی E(G) )ممكن است مي ناميم (edges)يالها  آن را

 ميکند.به خودش متصل  را

نقاط به  جفتاي از نقاط است، به طوري كه بعضي  ستبه طور غيررسمي مي توان گفت يك گراف 

امل يك ش ستيك  يال متناطر است با گراف هر وسيله پاره خطي به هم متصل شده اند. به طور دقيق درهر

 نقاط انتهايي مي نامند. رأس كه آنها را يا دو

 قطه انتها ناميده مي شود.ن -تابع يال  (endpoints) تناظر از يال به نقاط انتهايي 

 

 مي نامند. (loop)  يا حلقه طوقه اهر يال فقط با يك نقطه انتها ر

 می شوند. نقاط انتهايي موازي ناميده ستيك  دويال متمايز با
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ي كه يك به هم وصل مي كنند موازي مي ناميم. وهر يال يعني دريك گراف هردو يالي كه يك جفت رأس را

 به خودش متصل ميكند طوقه گوييم. رأس را

 

يال هاي  ( طوقه و3( داراي يك طوقه است. گراف)2گراف) ( داراي يال هاي موازي است و1گراف)

 موازي ندارد. 

 يك گراف ساده مي نامند. بنابراين تعريف زير راداريم: ( را3گرافي مانند شكل)

 

 

 

 و G ،u,v∈V(G)د. اگردرگراف نبالا نشان داده ايم ساده نمي باش كه در (2( و)1گراف هاي )

{u,v}∈ E(G)  آنگاهu وv  دو رأس و{u,v} يك يال است، گاهي براي سادگي{u,v}  رابه صورتuv 

 uvيال  سر دو انتها يا همان دوvو uمي گذرد.  vو uاز رئوس   uvاين حالت گوييم يال نيز مي نويسيم در

 قبلاً تعريف كرديم. مي باشند كه

 

 رأس مجاور مي باشند. به هم وصل شده اند دو uvيا  eکه توسط يال v  و   uمثلاً دورأس

 كه طوقه داشته باشد گوييم با خودش مجاوراست. يك رأس را

 

 

 آن واقع نباشد يا هيچ يالي از آن نگذشته باشد رأس منفرد يا تنها مي ناميم. كه هيچ يالي بر يك رأس را

 مجاور مي نامند. رأسكه توسط يك يال به هم وصل مي شوند دو  را رأس دو

 .رمي ناميمواقع شده باشند( يالهاي مجاو رأس)بريك  انتها واقع شده باشنديك نقطه  كه بر يال را هر دو

 

 : (simple graph)تعريف گراف ساده

 يال موازي وطوقه نباشد گراف ساده ميناميم. كه داراي دو يك گراف را
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 انتها را قطهن يالها را بنويسيد. درجدول تابع يال ـ  براي گرافي كه در زيررسم شده است، رئوس و: 1مثال

مجاور  1Vكه با واقع اند مشخص كنيد. تمام رأس هايي را 1Vكه بر مشخص كنيد.همچنين تمام يالهايي را

 كنيد. صورت وجود پيدا را در طوقه ها هستند پيدا كنيد.  تمام يالهاي موازي و

 

 رئوس عبارت است از: ستحل : 

}6,v5,v4,v3,v2,v1V={v 

 e6,e5,e4,e3,e2,e1E={e ,7{   :يالها عبارت است از ست

 تابع يال ــ نقطه انتها:

 

 

 

 

 

دراين جدول مشاهده نمي شود. اگرچه هر يال بايد يك يا دو نقطه انتها  4v توجه داشته باشيد كه رأس منفرد

 اما يك رأس ممكن است نقطه انتهايي هيچ يالي نباشد.داشته باشد 

 براي پاسخ به موارد بعدي گوييم:

 يال نقاط انتهايي

}2,v 1v{ 

}3,v 1v{ 

}3, v 1v{ 

}3,v 2v{ 

}6,v 5v{ 

}5v{ 

}6v{ 

1e 

2e 

3e 

4e 

5e 

6e 

7e 
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1e ،2e 3 وe 1 يالهای واقع برv .هستند 

2v  3وv 1 باv .مجاور هستند 

2e ،3e  4وe .مجاور هستند 

6e  7وe .طوقه هستند 

2e  3وe .موازي هستند 

5v  6وv يكديگر مجاورند. با 

 طوقه دارد. دو يال موازي و مثال قبل يك گراف ساده نمي باشد زيرا دوواضح است كه گراف 

هيچ رأسي  يك يال به هم متصل شده اند و باتوجه به تعريف گراف ساده كه هر دو رأس متمايز حداكثر با

 به صورت زير نيز تعريف كرد: به خودش متصل نشده است، مي توان گراف ساده را

 تعريف:

 سب  Eو غير خالی اي متناهي و ست Vآن ( است كه درV,E) مرتب چون جفت ای   Gگراف ساده

 است. Vهاي دوعضوي  سب ستتمام  اي از ست

 دوعضوي آن داراي سب ست هایتمام  ستعضوباشد آنگاه   nاي داراي ستمي دانيم اگر 

 = n (nـ 1)
1

2
  (𝑛

2
2  درنتيجه عضو است و(

𝑛(𝑛−1)

رأس n گراف ساده متمايز وجود دارد كه  داراي اين 2

 .باشد

 است. m2هاي آن سب ستعضو داشته باشد تعداد  m اي ستتوجه داريم كه اگر 

( 4()4ـ1) = 6 داراي Vهاي دوعضوی  سب ستيعني تمام  E، آنگاه V={ 1,2,3,4}اگر:  2مثال 
1

2
 

 است. V}=1,2,3,4{كه رئوس آنها  گراف متمايز ساده وجود دارد 62=64 عضو است. بنابراين 

. آيا زير رسم شده است مشخص كنيد آن درنمايش تصويری كه  رئوس و يال هاي گرافي را ست:  3مثال 

 اين گراف ساده است؟

 يد.نقطه انتها رابنويس -تابع، يال
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 V={a,b,c,d}رئوس: حل : 

  E={ab,ad,bc,bd,cc ,cd}يالها: 

 باشد زيرا يك طوقه دارد.واضح است كه گراف ساده نمي 

 تابع، يال ـ نقطه انتها به صورت زير است.

 يال نقاط انتهايي

{a,b} 

{a,d} 

{b,c} 

{b,d} 

{c} 

{c ,d} 

1e 

2e 

3e 

4e 

5e 

6e 

 (Digraph)گراف جهت دار 

ست  تعريف گراف جهت دار اندك تفاوتي با تعريف گراف درحالت كلي دارد در گراف جهت دار به جاي

واند يال ميت گراف جهت دار هر به هر يال نظير مي كنيم يعني در هاي مرتب از رئوس را جفترئوس  

 رئوس رسم شود. مرتب از جفتمانند يك پيكان از رأس اول به رأس دوم يا يك 

 سترئوس ودوم  از V(G)ست متناهي است. يك  ستيك گراف جهت دار)ديگراف( شامل دو تعريف:

(G)D عني مدرجهت خاصي به هم متصل ميكند. به اين  از يالهاي جهت دار. يعني هر يال دورأس را

 مرتب از رئوس است. جفتيك  كه هر يال متناظر با

 ود.شناميده مي  vبه  uاز يال )جهت دار( eرئوس باشد، آنگاه  ( ازu,v)جفت  متناظر با eاگريال 

يال  6 و }u,v,w,x {اده شده است داراي چهار رأسد زير نشان گراف جهت داري كه در:  4مثال 

}6,e5,e4,e3,e2,e1e{ .است 
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 متصل مي كند.  u به رأس را x رأس 1e يال 

و  w به را x رأس 5eمتصل ميكنند. يال  vرا به  wرأس  4eو  3eيالهاي  و wبه  را u رأس 2e يال

 به خودش متصل مي كند. را x  رأس e6بالاخره يال 

را با   1eال ترتيب دورأس استفاده ميكنيم. مثلاً ي معمولاً براي مشخص كردن يالها درگراف جهت دار از 

xu   نشان مي دهيم كه باux  3متفاوت است. يا يالهايe 4وe راباwv  يال  نشان ميدهيم وe6 با ار xx. 

 هاي مرتب است. جفت درواقع اين همان نمايش به وسيله 

متصل  يك جهت به هم در رأس را موازي گوييم هرگاه دو بيشتررا يال يا درگراف جهت دار، دو تعريف:

 به خودش متصل كند طوقه مي ناميم. يك رأس را كنند ويالي كه

 طوقه است.  6eموازي اند ويال  4eو 3eدرمثالي قبلي دويال  

 گراف جهت دارساده

 

 تعريف فوق معادل تعريف زير نيز مي باشد.

 سب D متناهي و و غير خالیاي  ستV آن  در ( است كهV,Dمرتبي چون ) جفت  Gگراف جهت دار ساده

 است. Vتمايز اعضايممرتب هاي  جفتتمام  ست اي از ست

 آيا اين گراف جهت دار ساده است؟ بنويسيد يالها را رئوس ودرگراف جهت دار زير :  5مثال 

 

 رئوسV={a,b,c,d,}  :حل

={(b,a),(b,d),(c,b), (d,a),(d,b),(d,c)}  يالها 

 يا 

D={ba,bd,cb,da,db,dc} 

 مشخص است كه اين گراف، يك گراف ساده جهت دار است، زيرا دو يال موازي يا طوقه ندارد.

 اشد.مي ناميم هرگاه داراي يالهاي موازي وطوقه نب گراف جهت دار ساده را G گراف جهت دار: تعريف
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  (Complete Graph) گراف كامل

يالها به هم  دارند كه درآنها يالها كامل هستند، يعني تمام رئوس به وسيله دسته مهمي از گراف ها وجود

 كامل مي نامند. متصل شده اند اين نوع گراف ها را

 

 درزير نشان داده شده اند. n≤ 1≥ 6 ( كهnرأس) از مرتبه n گراف هاي كامل با  

 

  دورأس رسم شده اند. درتمام گراف هاي ديگر تمام يالهای بين هر 1kمشاهده ميكنيم به جز 

س آن رأ نشان داده مي شود، يك گراف ساده است كه هر nKرأس، كه با  nيك گراف كامل با  تعريف:

 رأس هاي ديگر متصل شده باشد. به تمام
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                    Null Graph ) ( يا پوچ خالیگراف 

مي  نشان nNرأس رابه  nگراف تهي گرافي است كه هيچ يالي نداشته باشد. گراف تهي با  تعريف:

 .دهيم

 

 (Subgraph)گراف  سب

سب مانند  شامل هستند، بررسي ميكنيم كه اشياء ساده تري از همان نوع را دررياضي گاهي اشيائي كلي را

 اف به صورت زير تعريف مي شود.گر سبگراف ها نيز  ی دنباله ها وغيره. درنظريه سبيا  ستها

نيز باشد،  Gرأسي ازH  فقط اگر، هررأس است اگر و Gگراف، گراف  سب Hيك گراف  تعريف:

 داشته باشد.  Gدر نقطه انتهايي را همان دو Hنيز باشد، وهريال  Gيالي از  Hيال  وهر

 به صورت زير نشان داده شده است. G گراف

 

},V={a,b,c,d}5,e4,e3,e2,e1E={e 

 است.  Gگراف  سبگراف هاي زير يك  يك از هر
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   ,d} c, {a, b = 1V  

}5,e4,e3,e1={e 1E 

 

 

{a,b,c} = 2V 

}4e ,1{e = 2E 

 

 

{b,c,d} = 3V 

 }5e ,3{e = 3E  
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 (Isomorphism)يكريختي وتساوي) يكساني( 

 يالها مي باشد. پايه رئوس وبر  بررسي گراف ها مشاهده كرديم ساختمان گراف ها چنانچه در

شند يالها مشخص با آنها يكي باشند. وقتي رئوس و یمساوي گوييم هرگاه رئوس ويالها دوگراف را 

ي كنيم، مرسم  بهتر باشد را یديگر كه از نمايش تصويری ایدر اصل، هر  رسم كنيم و ميتوانيم گراف را

از  نمايش های تصويریيالها نامربوط رسم نشوند حتي اگر بعضي  روش واقعي آن است كه رئوس و

 ديگري ساده تر باشند.

 ( متصلe( وبرق )w( آب)gرابه سه منبع گاز،) Cو B,Aبراي مثال فرض كنيم مي خواهيم سه خانه 

 كنيم. 

 V={A,B,C,g,w,e}رئوس:        ست

 است از:يالها كه همان لوله ها يا كابل هاي اتصال هستند عبارت  ست

E={Ag,Aw,Ae,Bg,Bw,Be,Cg,Cw,Ce} 

 صورت زير رسم كنيم: به دو را اين گرافتصويری هاي  نمايشميتوانيم 

 

 

نند. هر كيال مي باشند، وهردو اطلاعات يكساني رابيان مي  9رأس و 6 نمودار داراي اين دو يك از هر

 د. مشاهده نبعي نيز به هم متصل نيستنخانه به يك منبع متصل است. اما هيچ دوخانه اي به هم وهيچ دوم

و يك يك گراف هستند يعني هردی ظاهراً غير مشابه نشان دهنده  تصويری نمايش مي كنيم كه اين دو

 گراف رامشخص مي كنند.

گراف متمايز باشند به  دوی ازطرف ديگر ممكن است دونمودار مشابه به نظر برسند، اما نشان دهنده  

 مشابه به نظر مي رسند. زير نمودار عنوان مثال، دو
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 (2شکل )      (                                      1شکل )                  

رصورتي يك يال است د (2در شكل) ABگراف مساوي نيستند. اما آنها يك گراف نيستند يا به عبارتي دو

 ( يال نمي باشد.1كه درشكل)

ً  يا همريختی يكريختي اين مشابه بودن دونمودار را  داراي يك مي ناميم. به اين معني كه دوگراف اساسا

حالت كافي  اين بدست آورديم. در ( را2( شكل)1سها از شكل)أر بساختار هستند. ميتوانيم با تغيير بر چس

 را به تعريف زير راهنمايي مي كند. تعويض كنيم. اين بحث ما را W و Bاست بر چسب رأس هاي 

 

 زير يكسان يا مساوي نيستند اما يك ريخت مي باشند. نمايش های تصويری در 2Gو 1Gگراف هاي 

 

 به كار  رابدست آوريم ، تناظر يك به يك زير را 2G گراف 1Gسب گذاري مجدد از گراف چميتوانيم با بر 

 مي بريم:

 

 

سب يك نام گذاري)برچ بتواند با 2Gهستند هرگاه  )هم شکل(يكريخت 2G و 1Gگراف دو تعريف:

 بدست آيد. 1Gگذاري( رئوس از 

يي كه وجود داشته باشد به طوري كه تعداد يالها 2Gو 1Gيعني، يك تناظر يك به يك بين رئوس 

به  2G در اين دورابه هم متصل ميكنند برابر تعداد يالهايي باشد كه دو راس نظير  را  1G دورأس

 هم متصل مي كند.
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 ↔G 1G 

_______ 

a ↔ 4 

3 ↔ b 

C↔ 2 

d ↔ 1 

به هم متصل  1G در را bو aمي باشند مثلاً دو يالي كه  2Gمتناظر يالهاي  1Gتوجه داشته باشيم كه يالهاي 

 42ر يال متناظ 1Gدر caبه هم متصل ميكنند. يال  2Gدر  را 4 و 3ميكنند متناظر با دويالي هستند كه 

ند گراف يكي هست است. براي بررسي آن كه دو 2Gدر 22 طوقه ی متناظر 1Gدر  cc است. طوقه 2G در

ريخت بايد بررسي كنيم همه رئوس متناظر هم بر چسب گذاري شده اند. براي بررسي آن كه دوگراف يك

ه اين ترتيب به ديگري برسيم. ب دوباره برچسب گذاري رئوس يكي هستند بايد تحقيق كنيم كه مي توانيم با

وگراف رئوس ويالهاي دوگراف يكي هستند سپس شباهت هاي ويژه د كه، ابتدا بررسي مي كنيم كه تعداد

 راجستجو مي كنيم، از جمله، طوقه ها ، يالهاي موازي و تعداد يالهاي گذرنده از يك رأس.

 1Gايال دارند، اما يكريخت نمي باشند، زير 6رأس و 5دو زير هر دوگراف رسم شده در  :  6مثال 

آن دويال  فقط يك رأس دارد كه از 2Gت، درصورتي كه سيال گذشته ا دودورأس دارد كه دقيقاً از هر يك 

 گذشته است.

 

 

 د.نباش رابرچسب دار گوييم هرگاه تمام رئوس ان با حروف يا اعداد نام گذاري شده  Gگراف : ياداشت
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 (Homeomorphic Graphs)گراف های همسانريخت 

يد به به دو رأس اضافی می توان يک گراف جد Gداده شده است، با تجزيه  يک يال  Gفرض کنيد گراف 

کسان يا گويند اگر بتوان آن ها را از گراف ي )همانريخت( را همسانريخت G*و  Gدست آورد. دو گراف 

تند، در شکل ذيل يکريخت نيس (b)و  (a)گراف های يک ريخت ، با اين روش به دست آورد. گراف های 

دست  به (c)همسانريخت هستند زيرا هر يک آنها را می توان با اضافه کردن رأس های مناسب از  اما

 آورد.

 

 مثال ديگر

 

 

 شمردن گراف ها

 وغير بر چسب دار وجود دارند كه تعداد رأس هاي آنها يكي هستند؟ چه تعداد گراف برچسب دار

اف يكسان يا دنبال تفاوتي بين هر دوهستيم كه دو گررا مي شماريم، به  وقتي تعداد گراف هاي برچسب دار

 .ستندهبرچسب دار متمايز وجودارند كه همگي داراي سه رأس  مساوي نباشند. مثلاً هشت گراف ساده و
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ن دويكريخت مي شماريم، به دنبال تفاوتي بين هردو هستيم كه آ وقتي تعداد گراف هاي غير برچسب دار را

 نباشد.

 ند.هار گراف ساده وغير برچسب دار يا غير يكريخت متمايز با سه رأس وجود دارمثلاً دقيقاً چ 

 

ظر يكريخت مي باشند يعني هرسه از ن 4G و  G 3G,2  تمام گراف هاي قسمت قبلی برگرديم به اگر 

 3Hاز نظر يكريختي همان  نيز يكريخت و  7G و  6G و  5G سه گراف هستنند و 2Hيكريختي همان 

 هستند.

عضو داشته  nاي  سترأس بيان كرديم وقتي n قبلاً فرمولي براي تعداد گراف هاي ساده بر چسب دار با  

 هاي دوعضوي آن داراي سب ستتمام  ستباشد آنگاه 
𝑛(𝑛−1)

2
=(𝑛

2
 عضو است.(

 متصل شده باشند همه يالها رسم شده و گراف ساده كامل است.به هم  يعني اگر تمام رئوس

پس  
𝑛(𝑛−1)

2
يا  ، . . .،يا سه يا يك يا دو رأس دارد ممكن است هيچ يا nداريم، اكنون درگرافي كه  ليا 
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𝑛(𝑛−1)

2
ست هاي يك  سب ستيال داشته باشيم، پس تعداد گراف هاي ساده متمايز تعداد   

𝑛(𝑛−1)

2
 عضوی 

2 است.  که برابر است
𝑛(𝑛−1)

2
 

 بنابراين قضيه ذيل را داريم:

 :رأس برابر است با  nتعداد گراف هاي ساده برچسب دار با  قضيه:

2(n
2) = 2 

𝑛(𝑛−1)

2  

غير ا درحالت كلي محاسبه تعداد گراف هاي برچسب دار ساده تراز تعداد گراف هاي غير برچسب دار ي

 يكريخت است.

وجود دارد  فوق براي آنها حل وتعداد ديگري حتي ألهعلاوه برآن انواعي از گراف ها وجود دارند كه مس 

 له فوق براي آنها باز)هنوز حل نشده( مي باشد.أكه مس

ان جرج پوليار رياضي دان مجارستاني يك فرمول كلي بدست آورد كه به كمك آن ميتو 1953درسال  

 كرد. محاسبه يال را تعداد گراف هاي غير يكريخت باهر تعداد رأس و

 نوشته ايم. عداد گراف هاي ساده وبرچسب دار وغير برچسب دار تا هشت رأس رادرجدول زير ت 

𝑛)2 از قضيه قبل يعني يا غير يکسان برچسب داربراي تعداد گراف هاي 
 استفاده کرده ايم.(2

8      7       6       5         4        3        2        1             n 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

 گراف هاي برچسب دار                1      2       32      62    102       152     212     282 

 يا غير يکسان                                                                                          

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 گراف هاي غير برچسب دار يا       1    2   4     11      34    156   1044     12346

 غيريكريخت                                                                                              

 غير يکريخت از برنامه ی درسی ما خارج است. گراف هاي غير برچسب دار ياشمارش  يادداشت:

                                                                                               

 

يال باشند. تمام آنها  3رأس و  4چند گراف ساده برچسب دار)غير يكسان( وجود دارد كه داراي:  6مثال 

 مشخص كنيد چه تعداد غير يكريخت هستند؟ رسم كرده و را
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4)=6اگر همه رئوس به هم وصل شوند هاي دوعضوي ياهمان تعداد كل يالها  سب ستتعداد كل حل : 
2
) 

6)= 20عضوي راپيدا كنيم كه برابر 6 ستيك  هاي سه عضوي سب ستتعداد  است. اكنون بايد
3
است.  (

است. برای مشخص کردن تعداد گراف  20يال برابر  3 رأس و 4با  لذا تعداد اين گراف هاي برچسب دار

يا غير يكريخت  گراف غير برچسب دار 3گراف مشاهده ميكنيم كه فقط  20های غير يکريخت با رسم اين 

 وجود دارد.

 گراف يكريخت هستند. 12 همه اين 

 

 همه اين چهار گراف يكريخت هستند.

 

 همه اين چهار گراف يكريخت هستند.
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رأس  Pنيز نشان مي دهند. قبلاً بررسي كرديم كه اگر گرافي  q(Gواندازه آن با ) p(G) با را  Gمرتبه

𝑝) داشته باشد حداكثر يالهاي آن برابر
2
)= 

𝑝(𝑝−1)

2
 است . 

 تعداد يالها همواره در نا مساوی ذيل صدق   qبنابراين

 می کند:

       0 ≤ q ≤ (𝑝
2
)=

𝑝(𝑝−1)

2
 

بحث فوق ميتوانيم تعداد گراف هاي ساده بر چسب دار غير يكسان از  توجه به مثال قبل و اكنون با

 محاسبه كنيم. را   qواندازه     pمرتبه

𝑝) اگر تمام يالها رسم شده باشند 
2
 ستعضوي از يك  q هاي سب ستمساله به انتخاب  واقع يال داريم در(

(p
2
𝑝))عضوي منجر مي شود كه برابر (

2)
𝑞

)  يا (
𝑝(𝑝−1)

2
𝑞

 است. (

يال(  qرأس و p) qواندازه   Pغير يكسان از مرتبه  ی برچسب دار يا بنابراين تعداد گراف هاي ساده

𝑝))برابراست با       
2)
𝑞

) 

برابر تعداد رئوس است اين گراف حداقل چند رأس بايد داشته  يالها دو G خالی درگراف ساده غير: 7مثال 

 باشد؟

 است. اما درهر گراف بنابرتذكر قبلي q=2pباشد پس اندازه يالهاي آن   pفرض كنيم گراف ازمرتبه حل :
𝑝(𝑝−1)

2
 ≥  q   لذا

𝑝(𝑝−1)

2
 ≥2p يا p (p-1)  ≥4p  0چون<p  پسp-1  ≤  4 ياp≥5  لذا اين . 

داراي اين ويژگي است. زيرا  5Kرأس داشته باشد. توجه داشته باشيم كه گراف كامل  5اقل  گراف بايد حد  

 است. 5برابر  p ودوبرابر تعداد رئوس است. پس حداقل مقدار 10، تعداد يالها  5kدرگراف كامل 

بااستفاده از نامساوي   : يادداشت
𝑝(𝑝−1)

2
 ≥q    2  ≤0داريمq  ـp 2  ـP  عادله مثبت م جذركه چون

1+√1+8𝑞

2
=P كه همواره   گيريمنامساوي فوق نتيجه مي  است، بنابراين از

1+√1+8𝑞

2
≤  p ولذا حداقل

 تعداد رئوس مشخص مي شود. 

 گراف كامل غير يكريخت)بدون برچسب( مي باشد. سبداراي چند  6K گراف كامل:  8مثال 

 اد يالها رانشان مي دهند. همچنان تعد Pبا  مرتبه گراف ناميده و گراف تعداد رئوس را هر در تعريف:

 نشان مي دهند. qگراف اندازه ی گراف ناميده ومعمولاً با  در
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داراي يك  1Kيعني گراف هاي كامل  است. 6Kگراف سب يك  6Kتا  1Kهرگراف كامل از حل : 

 ند.رأس مي باش 6و  5، 4به ترتيب دارای  6kو  4k ،5kرأس،  3داراي   3Kدارای دو رأس ، 2K ،رأس

 

 

 

 يا ميتوان گفت :

ف هاي كامل غير يكريخت گراف اگرسب تمام  1K, 2K, 3K, .,. . PKگراف كامل

 مي باشند. Kpكامل 

باشند  به عبارت ديگر برچسب دار يكريخت نيز بتوانند باشند يا اما توجه داشته باشيد كه اگر گراف ها

 رادرنظربگيريم. 4K گراف هاي كامل بيشتر مي باشد. به عنوان نمونه اگر گراف كامل سب تعداد

 عدد مي باشد.1K ،4گراف هاي كامل يك رأس يا از نوع  

) = 4 رأس پس تعدادآنها 4يعني انتخاب يك رأس از  
4
1

 ( است.

 

 گراف كامل غير يكريخت مي باشد. سب   pداراي   Kpبه طور كلي هرگراف كامل



23 
 

= ) 6 رأس است. پس تعداد آنها 4رأس از  2 انتخاب 2k از نوع يا رأسي 2 گراف هاي كاملسب تعيين 
4
2

 )

 است.

 

  گراف هاي كامل سبهستند. تعيين  2kگراف يكريخت مي باشند وهمگي كامل اند يعني ازنوع  6همه اين 

﴿ = 4رأس است پس تعداد آنها  4رأس از  3انتخاب  3Kرأسي يا از نوع    3 
4
3

 ﴾ است.

 

 رأسي همان 4گراف سب مي باشند. وبلاخره  3Kگراف يكريخت وكامل هستند يعني ازنوع  4همه اين  

 = 1به است كه يكي است ميتوان تعداد آن را 4kخود 
4
4

 ( نيز محاسبه كرد.(

 برابر است با:  4kگراف هاي كامل برچسب دارسب مشاهده مي كنيم كه تمام 

)
4
1

)+(
4
2

)+(
4
3

)+(
4
4

)=24-1=15 

15=1+4+6+4 

 كه : استدلال مشابه مثال فوق ميتوان نشان داد با

 

𝑝)به تعداد 1Kگراف هاي كامل برچسب دار سبداراي  pK هرگراف كامل
1
) ،2K به تعداد  (𝑝

2
)  

𝑝)تعداد به  pK . . و. 
𝑝

 است. (

 داريم : بنابرضرايب بسط دوجمله اي اتحاد زير را

(
n
0

) + (
𝑛
1

) + (
𝑛)
2

 + … + (
𝑛
𝑛

) = 2n 
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( = P2-1    درنتيجه : 
𝑃
𝑃

( +…+ )
𝑃
2

( + )
𝑃
1

(  

 بنابراين:

 برابر  pKگراف هاي كامل برچسب دار گراف كامل وبرچسب دار سبتعداد 

1-P2 .است 

 

 (Vertex Degrees)درجه رأس ها 

ته اند. مثلاً گذش گراف مااحتياج به تعداد يال هايي داريم كه از يك رأس ی دربسياري ازكاربرد هاي نظريه

م مي رسند. هخيابان دريك نقطه به  4دريك چهار راه  ،يك نقطه به هم مي رسند تعداد راه هاي كه همه در

ا تعداد اتصال يك ترمينال الكتريكي)مثلاً جعبه تقسيم( به هم مي رسند، ي يا تعداد سيم هايي كه همگي در

 هم متصل اند. ازيك اتم كه به کيمياویهاي 

 به كارمي بريم. گراف ها كلمه درجه را بنابراين در 

 تعريف درجه رأس:

 دد راگذشته اند. اين ع Vاست كه از رأس Gتعداد يالهايي از  vرأس ، درجه يكGيك گراف  در

  آيد. نمايش مي دهيم. اگر گراف طوقه داشته باشد هرطوقه دو بار به حساب مي   deg (V) با

ه ( باشد بتاق )ياجفتيك عدد  v))degواضح است كه درجه يك رأس عددي صحيح ونامنفي است هرگاه 

 Gرا مجموع درجه ی تمام رأس های  Gجفت)يا تاق( می ناميم. درجه ی گراف  رأس ترتيب آن را

 تعريف ميكنيم.

 

 

 نيد. كرا پيدا  رأس ها ی را بنويسيد سپس مجموع درجه س ها أتمام ری درگراف زير درجه   : 9مثال 

 



25 
 

 داريم: نمايش تصوير فوقباتوجه به حل : 

deg(u)=2  , deg( v)=5  ,deg(w)=4 

deg(x) =5    ,deg(y) = 0 

deg(u) + deg(v) + deg(w) + deg(x) + deg(y)     مجموعه درجه هاي =G 

=2+5+4+5+0=16 

 Gاي هومحاسبه نشان ميدهد كه مجموع تمام درجه  يال وجود دارد 8دراين گراف مشاهده مي كنيم كه 

هيم ديد اين نانچه درقضيه زير خوامي باشد. چ 8تعداد يالها است كه   Gبرابر اندازه يعني دو 16برابر 

 دوبرابر مجموع يالها است. مطلب كلي است. يعني درهرگراف مجموع درجه تمام رأس ها

 Gای مساوی دو برابر مجموع ياله Gهر گرافی باشد، آنگاه مجموع درجه ی رأس های  Gاگر  قضيه:

 است.

 باشد آنگاه: qبا اندازه  Gرأس های گراف  ست nv,,. . .2,v1V = {v{يعنی ، اگر 

 

 

  G مجموع درجه ی تمام رأس های =  

 ∑ deg (𝑣i) = deg(v1) + deg(𝑣2) + ⋯ + deg(𝑣𝑛) = 2𝑞 = 2(𝐺 تعداد يالهای)
𝑛

𝑖=1
 

ل ميكند م متصه به رأس باشند كه مجاورند يالي كه اين دورا دو vjو viاثبات: اثبات ساده است. اگر 

شد آن نيز يك رأس طوقه داشته با يعني گراف در  i=jحتي اگر بار به حساب ميآيد. دو درمجموع درجه ها

 خالیف دوباره به حساب مي آيد پس مجموع تمام درجه ها دو برابر مجموع يالها است درحالتي كه گرا

 باشد يعني هيچ يالي نداشته باشد نيز دوطرف رابطه فوق صفر ولذا برابر اند.
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 گرفته مي شود.از قضيه فوق بلافاصله نتيجه زير 

 است. اين شرطي لازم براي وجود يك گراف جفتمجموع درجه تمام رأس هاي يك گراف عددي 

 است.     

 رسم كنيد. گراف با مشخصات زير را  : 10مثال 

 . 3و  2، 1،1درجه هاي  وبا ـ گرافي با چهار رأس1

  3. و3 ،1،1درجه هاي  ـ گرافي با چهار رأس وبا2

 3.و 3 ، 1، 1 درجه هايا باچهار رأس وبـ گرافي ساده 3

 

 حل:

ي ماست. تاق است كه عددي  1+1+2+3= 7 ــ چنين گرافي وجود ندارد. زيرا مجموع درجه رأس ها1  

 است. جفتدانيم مجموع درجه رأس هاي هرگراف عددي 

 .باشد ميتواند هريك از گراف هاي زير  Gـ2

 

 چسب گذاري شده باشند. درهرحالت اهميتي ندارد كه چگونه يالها بر
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deg(a)=1,deg(b)=1,deg(c)=3, deg(d)=3 

 وشرط لازم برقرار است اما چنين گراف وجوندارد. 1+1+3+3=8وجودي كه  ادراين حالت ب ـ 3

  هداشت وديال هاي موازي ندارد لذا بايد يالهايي وج گراف ساده است. يعني طوقه و و deg( c=)3 چون 

 متصل كنند مانند شكل زير .  dو bو aبه  را cباشند كه 

 

شد مانند متصل با cو b,aنيز به وسيله سه يال به  d است پس بايد 3نيز  dبه همين دليل چون درجه رأس

 شكل زير:

 

 با درجه هاي يك  bوa زيرا  ، كه اين يك تناقص است  deg(b)≥2و deg(a≥)2 اين صورت اما در

 وجود ندارد. 3و  3 ،1،  1درجه هاي با 4ميباشند. پس گراف ساده از مرتبه 

 ؟نفر ديگر دوست باشد 3نفري امكان دارد كه هر نفر دقيقاً با  9يا دريك گروه آ : 11مثال  

ا با ر نفر رأس هاي يك گراف درنظر گرفته ورابطه دوستي هرنفر 9جواب منفي است. زيرا اگر حل :  

اي هولذا مجموع درجه  3برابر هر رأسی يك يال نشان دهيم، دراين صورت بايد درجه  ديگر با نفر

ضيه است. اكنون ق جفتباشد كه امكان ندارد زيرا مجموع درجه رأس ها درهرگراف همواره  27گراف 

 كه يكي از نتايج قضيه قبل است بيان مي كنيم. ديگري را

 است. جفتددي ع تاقدرجه  درهرگراف تعداد رأس هاي با قضيه:

م رأس مجموع درجه تما Oو مي باشند جفتمجموع درجه تمام رأس باشد كه ازدرجه   Eفرض كنيم :اثبات

عددي و  2qاست كه برابر  E+Oمي باشند لذا مجموع درجه تمام رأس هاي گراف  تاقدرجه  هايي كه از

 2q است و جفت است زيرا مجموع چند عدد جفتنيز Eاما   O=2q-Eيا E+O =2q است. يعني  جفت

 باشد. جفتعددي تاق رأس هاي ی يعني مجموع درجه  O است پس بايد جفتنيز 
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 جفتد باي mشده است. پس خود  عدد جفت تاق عدد m داشته باشيم مجموع اينتاق درجه  رأس با m اگر 

 است. جفت، تاقدرجه  باشد يعني تعداد رأس هاي با

 باشد. جفتنيز بايد  m باشد تعداد اين اعداد يعني جفتعددي   mزيرا اگرمجموع

رجه د رأس از 6 است. اين تاقدرجه  رأس از 6 درنظرمي گيريم، دراين گراف گراف زير را  :12مثال 

 است. 2  درجه يك رأس از و 4 ازدرجه رأس دو يك مي باشند و

 

 يا دنباله گرافي دنباله ي درجه رأس ها

يم آن را به ترتيب صعودي يا نزولي مرتب كرده باش درجه رأس ها Gيك گراف  :هرگاه درتعريف

 يد تكرار شوند.دنباله درجه رأس ها يا دنباله گرافي مي ناميم. درجه هاي مساوي به هر تعداد با را

 به درجه رأس هاي گراف باشند d 2d,…,pd,1باشد( وpرأس باشد)ازمرتب  p داراي G مثلاً اگر گراف

 آنگاه: i+1d≥idيا  id≤ id 1+ داشته باشيم p≤i≤1 به ازاي هر طوري كه

nd,…,2,d1d 

البته  مرتب كنيم. مي ناميم. معمول آن است كه به ترتيب صعودي آنها را G دنباله درجه رأس هايرا 

 ساز مي باشد. درمواردي نيز مرتب كردن به طريق نزولي كار

 رابنويسيد. هادرگراف رسم شده دنباله درجه رأس  : 13مثال 

 

deg(a)=deg(c)=deg(d)=deg(f)=deg(g)=deg(v)=1 
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deg(u)=2,  deg(e) = deg(b)=4                                                

 به طريق صعودي به صورت زير است: پس دنباله درجه رأس ها

1,1,1,1,1,1,2,4,4)                                                 ) 

 باشد اما اين دوگراف يكريخت نباشند. یگراف يك ممكن است دنباله درجه رأس دو

 

ند ( است. كه به طور نزولي مرتب شده ا2,2,2,1,1، دنباله درجه رأس ها )G2و  G1گراف دو درهر

 هستند. یيالها نيز يك و گراف يكريخت نيستند. حتي تعداد رأس ها مشخص است كه اين دو

 ام حالت زير يك گراف مشخص مي شود:دركد  : 14مثال 

   1,1,2,2,2,3,4,4,4,6 س ها( أ)دنباله درجه ر بادنباله گرافي 10ــ گرافي ازمرتبه 1

        1,2,3,3,5دنباله درجه رأس ها  با 5 مرتبه ــ گرافي از2

 1,2,3,3با دنباله درجه رأس ها         4مرتبه ز ــ گرافي ا3

      1,2,3,4  بادنباله درجه رأس ها  4ساده ازمرتبه  یــ گراف4

 حل:

 جودو است. دليل ديگري نيز تاقاست كه  29چنين گرافي وجودندارد زيرا مجموع درجه رأس ها  ــ 1

 است كه امكان ندارد.تاق عددي  تاقدارد تعداد رأس هاي داراي درجه 

ت است، ممكن اس تاق جفتس هاي با درجه است تعداد رأ 14ــ دراين گراف مجموع درجه رأس ها  2

 يد مي شود:أيرسم ت باچنين گرافي موجود باشد. 
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 است. تاقاست كه  9چنين گرافي وجود ندارد مجموع درجه ها   ــ3

نين چاست. پس شرط لازم وجود دارد اما  تاق جفت  درجه تعداد رأس با و 10ــ  مجموع درجه ها  4

 ندارد. گرافي نيز وجود

شتر نداريم وجود دارد كه بايد به چهار رأس متمايز ديگرمتصل شود اما سه رأس بيي 4رأسي ازدرجه زيرا 

 ست. ازيرا گراف ساده طوقه يا دويال موازي موجود باشد كه امكان ندارد  4پس بايد دررأس بادرجه

و رأس با درجه دگرافی ساده با حد اقل دو رأس باشد آنگاه در اين گراف لااقل  Gثابت کنيد اگر  : 15مثال 

 های برابر وجود دارند.

ست ا n-1رأس واضح است كه حداكثر درجه هر (n≥2)رأس باشد n داراي Gفرض كنيم گراف   حل:

 چرا؟

باشد:  ذيلصورت  اگر هيچ دورأس بادرجه هاي برابر وجود نداشته باشند بايد دنباله درجه رأس ها به

(0,1,2,3,…,n-1) 

ته باشد. زيرا وقتي داش  n-1اگراين گراف يك رأس از درجه صفر داشته باشد آنگاه نميتواند رأسي ازدرجه

رأس  n است، لذا  n-2آنها اكثر درجه در رأس ديگر باقي مي ماند كه حد n-1س صفر باشد، أدرجه يك ر

اين اعداد لااقل  جه بايد يكي ازاست. در نتي ,n-2 ,…, 2 , 1  0عدد n-1بين  داريم كه درجه هاي آنها در

  nددرجه صفر نداشته باش رأسي از گراف رأس باشد)اصل لانه كبوتري( به همين ترتيب اگر 2درجه 

كي ازاين اعداد لااقل در نتيجه بايد ياست  n-1،…،1،2عدد  n-1رأس داريم که درجه های آنها در بين 

 رأس باشد. درجه دو

 .رأس مساوي باشد بنابراين درهرحالت لااقل بايد درجه دو 



31 
 

 مينيمم درجه ماكسيمم درجه و

  Gرا ماكسيمم درجه  Gبزرگترين عدد بين درجه رأس هاي گراف :تعريف

 نشان مي دهيم.   ∆با يا به طور خلاصه تر (G)∆ با مي ناميم وآن را

ن آ ناميده وG  جهرامينيمم در Gكوچكترين عدد بين درجه رأس هاي گراف  

 نمايش مي دهيم. δ به طور ساده تر يا δ(G) با را

 به طور صعودي مرتب كرده باشيم آنگاه داريم: اگر دنباله درجه هاي رأس هاي يك گراف را 

 G)∆(=pd ..≤.≤ 3d≤ 2d ≥1d = (G)δ 

 id ≥δ≤          ∆داريم؛ p≤i≥1، كه هرiبلافاصله ازاين نامساوي نتيجه مي گيريم كه به ازاي هر 

 p ≤ +…+dp2+d1d ≤ pδ∆ بنابراين: 

 اندازه گراف يا تعداد يالها مي باشد. q كه 2q = pd ...+2+d1d اما

     بنابراين: ∆pδ≤2q≤pدرنتيجه؛  

≤ ∆يا         
2𝑞

𝑝
 ≥δ 

 

ماكسيمم  به ترتيب مينيمم و ∆و  δتعداد يالها و  q تعداد رأس ها و  G ،pگراف در بنابراين، اگر

≤ ∆درجه رأس ها باشند آنگاه:         
2𝑞

𝑝
≥δ 

q ≤ 
1

2
p∆  ≥δ   

1

2
p 

رجه ماكسيمم د ∆باشد. دراين صورت  14 وتعداد يالها δ= 2د ه فرض كنيم دريك گراف سا:  16مثال 

 رأس ها همواره ازچه عددي كمتر است؟

 δ≤ 14  ،پس  q=14 چون   
1

2
p14 يا  ≥  

1

2
𝑝(2) درنتيجهP ≤14  رأس دارد  14لذا اين گراف حداكثر

 ∆≤13باشد يعني همواره  13حد اكثر ميتواند برابر ∆بنابراين 

 . ∆≤p-1رأس همواره  pدرهرگراف ساده با  

 است.چرا؟ p-1يعني ماكسيمم درجه رأس ها حد اكثر
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ين گراف حداقل باشد آنگاه ا 16اگر دراين گراف تعداد يالها برابر  ∆ 4 =دريك گراف ساده      : 17مثال 

 چند رأس دارد؟

∆≥
2𝑞

p
≤ 4درنتيجه 

32

𝑝
 

  . است  8اه . يعني حداقل تعداد رأس p ≥ 8 بنابراين

ه مينيمم درج رأس با 4 درجه ماكسيمم و رأس با دو 7واندازه 6مرتبه  يك گراف ساده از در  : 18مثال 

 كدام اند؟ δمينيمم درجه رأس ها يعني  و  ∆يعني   درجه هااست. ماكسيمم 

ه درج رأس با 4 درجه ماكسيمم و رأس با يعني دو  14δ2∆+4=  رأس دارد پس 6گراف  اين چون حل:

 مينيمم است.

باشد زيرا  5مي تواند  ∆واضح است كه بزرگترين مقدار  δ2= 7- ∆يا   ∆+δ2= 7اين رابطه داريم  از

باشند بايد  5 درجه رأس از اما اين امكان ندارد. زيرا وقتي دو  δ=  1هآنگا  ∆=5رأس دارد. اگر 6گراف 

نده حداقل رأس باقي ما 4ازهريك ازاين دورأس به تمام يالهاي ديگر يالي وجود داشته باشد يعني درجه 

 باشد كه امكان ندارد. 2بايد

 اد صحيح نامنفي اند.اعد δو  ∆مي دانيم 

 كه قابل قبول نمي باشد. δ2=  3 آنگاه  ∆=4اگر  

 قابل قبول است. و  δ=  2 يا δ2=  4 آنگاه ∆=3اگر

 ∆pواضح است كه از رابطه   
1

2
≥ q  ≥δ

1

2
 p    7≤3∆دراين مثال داريم ≥δ3 پس فقط  ∆ ≤ 3پس بايد

  نيز امتحان كنيم. را 2 كمتر يا مساوي ∆جواب فوق وجود دارد. البته مي توانستيم  

 گراف با ويژه گي فوق درزير رسم شده است.
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 نيمم ودرجه مي رأس از 3 ،درجه ماكسيمم رأس از  4است داراي 10 مرتبه از Gگراف ساده   : 19مثال 

 نيد.كباشد اين گراف رامشخص  9درجه هاي مساوي اند. اگر تعداد يالهاي اين گراف  رأس ديگر با 3

 .δ3+α3 +∆4=  18 فرض كنيم آنگاه α درجه هاي مساوي را رأس با 3 اگر درجه حل :

 .δ+α+k4=  6 درنتيجه  ∆=K3باشد، يعني  3 ربنيز مض ∆پس بايد  δ-α-6(3=∆4(چون 

 ∆pرابطه  با استفاده از
1

2
≥ q  ≥δ

1

2
 p 9≤5∆اريم، د≥δ5 1و   ∆≥ 2 لذا بايد≥δ و  3مضرب ∆. اما∆  

فقط مي   ∆بيشتر مي شود. درنتيجه   18است زيرا در غير اين صورت جمع يالها از 5همواره كوچكتر از

 باشد. 3تواند برابر

 .δ+α=2يا  δ3+α3=6يا  δ3+ α3+12=18بنابراين 

ود درجه مينيمم مي ش رأس از 6ولذا α=1درغير اين صورت زيرا δ ≠ 1 اما δ= 0 يا δ=1پس δ≤1چون

 پس 

 0=δ 2 و =α. 

 درجه ي رأس هاي اين گراف به صورت زير است.دنباله   لذا 

(3,3,3,3,2,2,2,0,0,0) 

 

 گراف با ويژه گي هاي فوق درشكل ها رسم شده است. آيا اين دوگراف يكريخت هستندچرا؟ دو

  تشخيص گرافي بودن يك دنباله ازدنباله هاي درجه رأس ها

 حكيمي -الگوريتم هاول

 بودن يك دنباله وجود دارد كه به روش هاول وحكيمي معروف است.روش براي تشخيص گرافي 

فرض كنيم دنباله درجه رأس هاي يك گراف ساده رابه طور نزولي به صورت زير مرتب كرده 

 mازهريك از  كنار گذاشته و را m( اگراولين عدد دنباله يعني 1))pa,.,..m+1,ama,…,2,a1m,a : (باشيم

 ، دنباله زير بدست مي آيد:عدد بعدي، يك واحد كم كنيم
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)p.,a..+1,m1,a-m.,a1,..-2,a1-1a((2 ) 

 ( يك دنباله گرافي باشد.2) ( يك دنباله گرافي است اگر وفقط اگر دنباله1) اكنون دنباله

 ( يك دنباله گرافي است؟2،2،3،3آيا دنباله) : 20مثال  

 نيم.عدد بعدي يك واحد كم مي ك 3كنار گذاشته ازهريك از  اولين عدد دنباله فوق را 3عدد  حل :

يك واحد كم  كنار گذاشته ازدوتاي ديگر را 2 دوباره از اين دنباله عددبه دست می آيد  )2،1،1) دنباله

 ( مي رسيم كه دنباله گراف تهي است.0،0) ميكنيم. به دنباله

 ست.( نيز دنباله درجه رأس هاي يك گراف است يعني دنباله گرافي ا3،3،2،2) پس دنباله

 گراف رسم شده با دنباله درجات فوق مي باشد. 

 

 كدام دنباله درجه رأس هاي يك گراف ساده است. يعني دنباله گرافي است.:  21مثال 

   (3,3,2,2,1,1)و   (5,4,4,4,2,1) 

 دي يك واحد كمعدد بع 3از  كنار مي گذاريم و اولين عدد دنباله را  3عدد  (3,3,2,2,1,1)دنباله در حل : 

 بدست مي آيد.  (2,1,1,1,1)مي كنيم دنباله

  (0,0,1,1)لهعدد بعدي يك واحد كم مي كنيم دنبا از دو كنار گذاشته و را  2 اين دنباله عدد اكنون از 

 بدست

 مي آيد كه مي تواند دنباله درجه رأس هاي گراف زير باشد. 

 

ك دنباله گرافي است. اما خواهيم ديد كه ي  (3,3,2,2,1,1)نتيجه دنباله  در و  (2,1,1,1,1)لذا دنباله

بعدي يك واحد كم مي  عدد 5 كنار گذاشته از را 5يك دنباله گرافي نمي باشد. عدد   (5,4,4,4,2,1)دنباله

عدد بعدي يك واحد كم مي  3كنار گذاشته از  را 3اين دنباله نيز  مي رسيم. در  (3,3,3,1,0)كنيم به دنباله

مي رسيم. اما اين دنباله گرافي نمي باشد. زيرا هيچ گراف ساده اي با اين دنباله   (2,2,0,0)كنيم به دنباله

 درجات وجود ندارد.
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شد يا يال رأس ديگر طوقه وجود داشته با دو درجه صفر است. بايد در دو رأس از و n= 4 اين دنباله در

 موازي داشته باشيم.

 

 پس هيچ گراف ساده اي وجود ندارد.

 (regular graph) گراف منتظم

 :  يك گراف منتظم است هرگاه تمام رأس هاي ان داراي درجه هاي يكسان باشند.تعريف

 باشد. rاست، هرگاه درجه هر رأس آن  rـ منتظم يا منتظم از درجه rيك گراف 

 ه منتظم ازدرج -(P-1باشد آنگاه اين گراف) pيك گراف كامل ازمرتبه  G واضح است كه اگر 

p-1 ا توجه داشته باشيد كه عكس آن همواره صحيح نمي باشد. است. ام 

 گراف هاي زير منتظم مي باشند.
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 .است 5مرتبه گراف كامل  و

باشيد  ــ منتظم است. توجه داشته2ضلعي يك گراف   nهندسه هر ( درn ≥3ضلعي) n  توجه به تعريف با

 عكس آن همواره صحيح نمي باشد.

 

 اهميت دارد. زيرمورد گراف منتظم قضيه  در 

داراي  Gمنتظم باشد، انگاه  -r و nيك گراف از مرتبه   G: اگرقضيه
𝑛𝑟

2
يال است. 

𝑛𝑟

2
 =q  ويا

q2=  nr 

 nrاست، پس مجموع درجه رأس هاي اين گراف  rدرجه  رأس از هر رأس دارد كه n اثبات: چون گراف 

است. اما تعداد يالها نصف مجموع درجه رأس ها است پس تعداد يالها يا اندازه گراف 
𝑛𝑟

2
 است.  

دو فرد باشند آنگاه  هر  rو nتوجه به قضيه فوق واضح است كه اگر  با
𝑛𝑟

2
لذا چنين  صحيح نمي باشد و 

 را داريم: گرافي وجود ندارد. يعني نتيجه زير

 ندارد. وجود nاز مرتبه  ــ منتظم وrدو فرد باشند، آنگاه گرافي  هر r  و  nاگر

 اعداداز  یيك  rزوج باشد يعني  rتعداد رأس ها فرد باشد بايد nـ منتظم اگر r گراف هر اين در بنابر

{0,2,4,…,n-1} .است 

 مي تواند فرد يا زوج باشد.  rزوج باشد  nاما اگر 

 زير موجود وچه تعداد موجود نيستند؟چه تعداد از گراف هاي  : 22مثال 

 يال 8ـ منتظم با 3ــ گرافي 1
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 رأس 7ـ منتظم با 2ـ گرافي 2

 رأس 5ـ منتظم با 3ـ گرافي  3

 رأس 6ـ  منتظم با  1ـ گرافي 4

دست  نمي ب تامعددي  nكه   3n=16نتيجه  در r = 3 و q = 8چون   nr =2qبا توجه به رابطه  ــ 1 حل :

 آيد پس چنين گرافي وجود ندارد.

=   q = 7ضلعي باشد.  7 وجود دارد مي تواند ـ 2
7×2

2
 

 هردو فرد هستند. rو n ـ وجود ندارد 3

=3است.  3 ــ وجود دارد. تعداد يالها 4
6𝑥1

2
 

 

 كدام است؟  rاكثر مقدار يال است حد 16ـ منتظم  داراي rيك گراف :  23مثال 

 در نتيجه:pr=2q =32  حل:

Pr =1×32=2×16=4× 8 

≤p  هرگراف طرفي در از
1+√1+8𝑞

2
≤p(p-1) يا 2𝑞   پس P(P-1) ≥32 نتيجه  درp≥ 7. 

 است. 4برابر  rاكثر  است پس حد 8برابر p  اقل توجه به رابطه فوق حد با 

  (paths and circuits) و دور مسير

برويم به اين صورت كه با  4v به رأس 1v از رأس م شده است، مي توانيمسدرگرافي كه نمودار آن ر

  مي رسيم.  4v به 7eسپس با گذشتن از يال و  2vبه   1e گذشتن از يال
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 .می دهيم. 4v7e2v1e1vاين را نماد 

  

 يالها به صورت زير عبور كنيم: يا مي توانيم از رأس ها و

4v 5e 3v 3e 2v 7e 4v 6e4v 5e 3v 3e 2v 4e 3v 3e 2v 1e 1v 

 ننويسيم. گراف ساده باشد مي توانيم يالها راگر ا

 وجود دارند: گراف ها يالهاي مجاور در و چندين نوع از دنباله هاي با رأس ها 

كه نقطه  آن رأس تكراري موجود نباشد، ونوعي آنها يال تكراري موجود نباشد، نوعي كه در نوعي كه در

 داريم: را وق تعريف هاي زيرتوجه به ويژگي هاي ف انتها يكي باشد با شروع و

 :يال متوالي به فرم زير است kيك گراف،  در  k : يك گشت به طولتعريف

uv, vw ,wx,...,yz 

 مي ناميم. zو uگشت بين  نشان داده، و  uvwx…yzاين گشت رابه صورت 
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ادامه مي  ترتيببه همين  و xبه  wسپس از wبه   v، سپس از vبه  uكنيم كه اين گشت از  ميتوانيم تصور

 منتهي مي شود.  zبلاخره به رأس يابد تا

 و  v ,w,xادامه نهايتاً به  و در yبه  z گراف جهت دار نباشد ميتوان تصور كرد كه اين گشت از اگر 

 zگشت بين  ونشان داده    zy… x w v uبا منتهي مي شود. بنابراين مي توانيم اين گشت را uبالاخره به 

 بناميم. u و

يك گشت  رداين تعريف نمي توان نتيجه گرفت كه تمام يالها يا تمام رأس ها  توجه داشته باشيم كه از 

 متمايزند.

 آن است، كه در yو u بين دو رأس  9 يك گشت به طول uvwxywvzzyگراف زير  به عنوان مثال، در

 بار تكرار شده اند. دو z,y ,w ,vدوبار وهمچنين راس هاي  vwيال 

 

كل، يال ها  رده اي براي يك گشت قائل شويم مثلاً دنآن است كه بتوانيم شرايط محدود كن ي بهترردامو در

اين  ند. بنابريالها نيز همگي متمايز باش يا رأس هاي تكراري نداشته باشيم يا به عبارتي رأس ها همگي و

 تعريف زير را داريم:                      

 اشند.است كه همه يالها و همه رأس ها درآن متمايز ب : يك مسير يك گشتتعريف مسير

 دوبار تكرارشده اند. yو  zيك مسير نمي باشد زيرا رأس هاي  vzzywxyدرشكل قبلي گشت  

اشد مي مي ب 4 اين يك مسير است. اين مسير به طول راسي تكرار نشده است، وبنابر   vwxyzاما درگشت

 يف كنيم كه معادل همان تعريف قبلي است.به صورت زير نيز تعر توانيم مسير را

له اي دنبا Gدرگراف  vبه  u از رباشند، يك مسي Gرأس متمايز درگراف  دو vو u : اگرتعريف 

 دو رأس ختم مي شود. وهر vبه  غاز وآ u است كه از G رأس دو به دو متمايز (m+1)شامل

ميم كه مي نا vبه  uاز  طول مسير را mمجاور مي باشند، عدد طبيعي  Gمتوالي اين دنباله در 

 همان تعداد يالها درمسير است. طول مسير همواره ازتعداد رأس ها يكي كمتر است.

 يك مسير با طول صفر تلقي مي كنيم. را v به خود رأس vيك مسير از رأس   :يادداشت

 بنويسيد. را yو sگراف شكل زير تمام مسير هاي بين  در   : 28مثال 
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 ؛3به طول  stzyمسير حل : 

 ؛4به طول   svtzyو stzxyمسير هاي 

 ؛ 5به طول  svutzyو   svtzxyو   stzwxyمسير هاي 

 ؛6به طول  svtzwxy و svutzxy مسير هاي 

 ؛7به طول   svutzwxyمسير

أس است. نقطه انتهاي آنها يك ر مسير ها را داريم كه نقطه شروع و گشت ها يا همچنين نوع خاصي از 

 واقع گوييم بسته اند، لذا تعريف زير راداريم: در

ه است كه نقط uv ,vw ,wx ,…,yz ,zuيك گشت بسته درگراف يالهاي متوالي به فرم  تعريف:

 پايان يك رأس باشد. شروع و

 هستند.يز متماهمه رأس هاي مياني نيز  آن متمايز و يك دور يك گشت بسته است كه همه يال ها در

 

 نظر مي گيريم: در گراف شكل زير را
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همگي دور  vwxyzv  و  vwxyvيك دور نمي باشد، درصورتي كه گشت هاي    vywxyzvگشت بسته 

 مي باشند.

ورت زير اقل شامل سه يال باشد، اين تعريف به ص گراف ساده دور را چنان درنظر مي گيريم كه حد در 

  .است

 تعريف دور در گراف ساده يا دور ساده:

≤شرط  با vm +1,v mv,…,  2,v 1v =1دنباله اي به صورت  Gيك دور از گراف  3 m  شامل

m+1 رأس G آن است كه در iv دو رأس متوالي دنباله در  متمايز و هر به دو ها دوG  .مجاورند

1≤ 𝑖 ≤ 𝑚. 

 طول دور مي ناميم. را mعدد طبيعي 

 شكلي كه رسم شده است يك مثلث ناميده مي شود.   در  abcaمانند  3دور به طول  هر

 

 1kتوجه به  تعريف فوق گراف تهي داراي هيچ دوري نمي باشد زيرا يالي ندارد حتي گراف هاي كامل  با

≤كه  pKدوري ندارند اما گراف كامل   2k و 3p .دور دارد 

 pKگراف كامل  محاسبه تعداد مسير هاي متمايز بين دو رأس در

pباشد pمرتبه  زگراف كامل ا Gيك گراف كامل تمام يالها رسم مي شوند فرض كنيم  در مي دانيم  ≥ 2 ،

دلخواه اين گراف باشد. يك مسير به  دو رأس متمايز و  vو u مي ناميم. اگر p., v,..2,v 1v رأس ها را

 وجود دارد. v و  uاست بين  vuكه همان  1طول 
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تعداد  vو  uرأس هستند پيدا كنيم به جز دو vو  uكه بين را 2طولحال اگر بخواهيم مسير هاي متمايز به 

داريم  v iuvرت مسير به صو p-2واقع شوند يعني  vو uيك ميتوانند بين  رأس باقي مي ماند كه هر Pـ 2

 رأس باقي مانده است. p-2يكي از ivكه 

رأس باقي  p-2رأس از ، دوvو uرا پيدا كنيم بايد بين  3به همين ترتيب اگر بخواهيم مسيرهاي به طول

حالت  p-2 اي اوليبر .خانه داريم 2در شي متمايز را p-2دادن  . پس قرارvjviuvمانند ،گيرد مانده قرار

حالت وجود  (p-3)(p-2)دارد لذا در كل حالت وجود  p-3وقتي اولي انتخاب شد براي دومي  وجود دارد و

 است. (p-3)(p-2) برابرv و uبين   3نتيجه تعداد مسيرهاي متمايز با طول دارد در

رأس  m-1ايد كنيم گوييم ب پيدا vو  uبين را m هاي متمايز به طول كلي اگر بخواهيم تعداد مسير به طور 

 از

 P-2  رأس باقي مانده بينu  وv  واقع شوند. يعني قراردادن p-2 در شي متمايز راm-1  خانه داريم. 

 ( طريق امكان پذير است.p-m ( امي به) m-1بالاخره) ...و  (p-3)می به ود( p-2اولي به )

 ( است.p-2از) (m-1ل)( طريق امكان پذير است. كه همان تبديP-m(...)P-3()p-2لذا دركل به ) 

(p-2)(p-3)….(p-m)=
(𝑝−2)!

(𝑝−𝑚−1)!
 

= p (p-2, m-1) 

( 𝑝−2
𝑚−1

)(m − 1)!= 

 داريم: لذا قضيه زير را

 ا:برأس متمايز برابر است  بين دو m ر هاي به طولتعداد مسي pK گراف كامل هر در :قضيه

(p-2)(p-3)...(p-m)= p(p-2,m-1) 

( 𝑝−2
𝑚−1

)(m − 1)!= 

 .ضرب پرانتزها استفاده كنيد بهتر است همواره از اولين رابطه يعني حاصل

 مفروض است. 8Kگراف كامل   :  29مثال  

 آن وجود دارد. رأس متمايز بين دو 2ــ چند مسير به طول1

 اين گراف وجود دارد. كلاً در 2 مسير به طول چندــ  2

 بين دو رأس متمايز وجود دارد. 4 ــ چند مسير به طول3

 كلاً دراين گراف وجود دارد. 4سير به طول ـ  چند م 4
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 (m=2. )است  6=(2-8)بين دو رأس متمايز برابر  2ــ تعداد ميسر هاي به طول :1 حل

وجود دارد.  2 ميسر به طول 6 رأس متمايز دو گوييم بين هر 2 طول ـ براي محاسبه كل مسير هاي به2

 پيدا يك را هر نظر گرفته مسير بين آن و رأس ديگر در 7مي توان با  رأس داريم پس هر رأس را 8 چون

×6آنها كنيم كه تعداد ها  بار انجام مي گيرد، لذا تعداد مسير 8به  رأس داريم اين كار 8است. اما چون  7

6× 7 ×  يكي است.  cbaبا    abcمسير دوبار به حساب آمده است زيرا مسير  مي شود. اما هر 8

تقسيم مي شود كه برابر 2 لذا تعداد بر
1

2
× 8 × 7 × 6 =  است. 168

با  انجام نداده ايم تا به كمك فرمولهاي تبديل به سادگي ميتوان محاسبه كرد. اما ما عمداً اين كار را تعداد را 

 ين نوع مسائل آشنا شويد.روش استدلال با حل ا

است پس بايد تعداد  abcرأس متمايز به صورت  3 شامل 2 مسير به طول هر رأس داريم و 8 چون

68پيدا كنيم كه برابر را 8ي از يتا  3 تبديلات × 7 × =
8!

5!
=

8!

(8−3)!
 است. 

 تقسيم مي كنيم همان عدد قبلي بدست مي آيد.  2 بر اكنون اين تعداد را 

 .(p=8, m=4)( است. 2-8) 120=(4-8)(3-8)بين دو رأس برابر 4 هاي به طول ــ تعداد مسير3

دو رأس  اين گراف مانند قسمت قبل عمل ميكنيم. بين هر در 4كردن تمام مسير هاي به طول  ــ براي پيدا 4

رأس ديگر مي تواند دو  7رأس كه انتخاب كنيم با  رأس داريم پس هر 8 داريم، چون 4 مسير به طول 120

طريق ممكن است پس براي انتخاب  8 رأس نيز به انتخاب داريم وانتخاب هر 7انتهاي چنين مسيري باشد پس

8دو رأس هر × ×8 مسير داريم پس تعدا كل مسيرها 120 دو راس طريق وجود دارد كه براي هر 7 7 ×

×8مسير دوبار به حساب آمده است لذا تعداد كل است كه هر 120 7 × 120 x
1

2 
  .است 

 يا
1

2
× 8 × 7 × 6 × 5 × 4   

 می توانيم به روش ديگر آن را محاسبه کنيم.

را داريم كه برابر  8از 5تعداد  تبديل هاي
8!

(8−5)!
 يا 

8!

3!
= 8 × 7 × 6 × 5 × است كه بايد اين تعداد  4

 تقسيم شود، همان جواب قبلي بدست مي آيد. 2بر

 حالت كل حل كنيم. مي توانيم اين مسالٌه را در

 

≤است  مفروض pKگراف كامل  2p  مي خواهيم تعداد كل مسير هاي به طولm اين گراف پيدا  در را

 كنيم.
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كه  است (P-m) …(p-3)(p-2)برابر v  و  uدو رأس بين هر m: تعداد مسير هاي به طول روش اول

 قبلاً محاسبه كرده ايم.

 طريق ممكن است لذا تعدا مسير ها  p(P-1)كه به  راس مي ماند pاكنون انتخاب دو رأس متمايز از  

p(p-1)(p-2)… (p-m) مسير دوبار به حساب آمده است پس تعداد كل برابر  است كه هر 

p(P-1)… (p-m) 
1

2
 است. 

  رأس pاز  رأس )m+1 (است كه انتخاب v 1-ma…2a1uaبه صورت  m مسير به طول هر :روش دوم

 كه برابرمي باشد  p  از (m+1)برابر تعداد تبديل هاي  و
𝑝!

(𝑝−(𝑚+1))!
 است. 

يعني تعداد كل مسيرها 
𝑝!

(𝑝−(𝑚+1))!
مسير دوبار به حساب آمده است لذا تعداد  است. اما هر 

برابر
1

2

𝑝!

(𝑝−𝑚−1)!
 است، بنابراين: 

 برابر است با: pKگراف كامل  در m تعداد كل مسير هاي به طول

1

2

𝑝!

(𝑝−𝑚−1)!
=

1

2
p(P-1)(P-2)… (p-m) 

گراف كامل  در ار P-1...،،1،2،3استفاده از روابط فوق مي توانيم تعداد كل مسير هاي به طولاكنون با 

pK .پيدا كنيم 

 :برابر است با 1 تعداد كل مسير هاي به طول

1

2
p(p − 1) =  

1

2

𝑝!

(p − 2)!
 

 برابر است با :    2 تعداد كل مسير هاي به طول

𝑝!

(𝑝−3)!
 

1

2
P (P-1)(p-2)=

1

2
 

 برابراست با:      m تعداد كل مسير هاي به طول  

1

2

𝑝!

(𝑝−𝑚−1)!
= 

1

2 
p (P-1)… (p-m) 

  برابراست با: p-1تعداد كل مسير هاي به طول

p(p-1)…(p-(p-2))(p-(p-1))= 
1

2

𝑝!

0!
 

1

2
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 :ت که برابر است بابرابر جمع اين مقادير اس p-1، ...،  3،  2،  1بنابراين تعداد کل مسير ها به طول 

 

)= 
𝑝!

2
 (

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+ ⋯ . +

1

(𝑝−2)!
) 

𝑝!

0!
++

𝑝!

1!
+.....

𝑝!

(𝑝−3)!
+(

𝑝!

(𝑝−2)!
 

1

2
          

 برابر است با: pkگراف كامل  در p-1،...،1،2،3هاي به طول  تعداد كل مسير

) +…+
1

(𝑃−2)!
 +

1

2!
 +

1

1!
 (

1

0!
 𝑝! 

1

2
 

 رد p-1.،..،3,2,1 مسير هاي به طولبالا ثابت كرديم تعداد كل  اشته باشيد كه رابطه اي كه دردتوجه 

 یايز مفروضبين دو رأس متم p-1،،...2،1است اگر منظور تعداد كل مسيرهاي به طول  pKگراف كامل 

 ايم:  محاسبه كرده . چنانچه قبلاً اين رابطه استفاده كنيم باشد نبايد از jvو  iv مثلاً دو رأس

 برابر است با:   jvو  iv بين دورأس m تعداد مسير هاي به طول

(p-2)(p-3)… (p-m)= 
(p−2)!

(p−m−1)!
 

برابر  pkكامل  درگراف  jvو  ivبين دو رأس متمايز  p-1,...,3,2,1تعداد مسير هاي به طول  لذا

 با است

+
(𝑝−2)!

(p−3)!
 + ⋯ + 

(𝑝−2)!

0!
   

(𝑝−2)!

(p−2)!
 

=(p-2)! (
1

0!
+

1

1!
+ ⋯ +

1

(𝑃−2)!
   )                                         

 كلاً  .وجود دارد a,bبين دو رأس متمايز  4,3,2,1چند مسير به طول  5Kدرگراف كامل  : 30مثال 

 اين گراف وجود دارد. در 4,3,2,1چندمسير به طول 

 داريم:  a ,bبراي حالت اول يعني تعداد مسير ها بين دو رأس حل :

 (5-2)!( 
1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
)= 3!(1+1+

1

2
+

1

6
)= 3! ( 

8

3
) = 16  

 براي حالت دوم يعني تعداد كل مسيرها داريم: و

1

2
× 5! (

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
) =

1

2
× 5! (

8

3
) =160                                               

آن  در را 2 ــ منتظم مي باشد. تعداد مسير هاي به طول3 و 6مرتبه   ازگرافی  Gساده  گراف : 31 مثال

 پيدا كنيد.
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س را است به سه رأس ديگر متصل است لذا اگر اين رأ 3رأس كه اختيار كنيم چون درجه آن  هر حل :

ياني آن مسير وجود دارد كه اين رأس، رأس م 3اختيار كنيم به اين ترتيب  2به طول  رأس مياني مسير

 است.

 

 رأس داريم پس تعداد كل مسير ها  5 اين سه مسير هستند. چون dacو  bacو  badشكل،  مثلاً در

 است. نمودار چنين گرافي به صورت زير مي تواند باشد.   5×153=

 

 سيرماين گراف چند  ( مفروض است در1،2،2،3،4با دنباله درجه رأس هاي ) G گراف ساده : 32مثال 

 وجود دارد. 2به طول 

≤m) شدبا m ده اي برابراگراف سی رأس به طور كلي اگر درجه  حل : رأس  m(، چون اين رأس به 2

m)است. ديگر متصل شده است، لذا تعداد مسير هايي كه اين رأس نقطه مياني آن باشد، برابر
2

) 
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≠ هستند كه jadidبه صورت  زيرا اين مسيرها ji عدد از 2واقع انتخاب درm  عدد بدون تكرار را داريم

يك گراف ساده مي  رابطه با داشتن درجه هاي رأس ها دراين  است. با استفاده از mاز  2 كه همان تركيب

  صورت يگ گراف ساده به ها در پيدا كنيم اگر دنباله درجه رأس را 2توانيم تعداد مسيرهاي به طول 

)pm…,,2,m1m( هر باشند ( im كه برابر يك باشد كنار مي گذاريم زيرا نقطه مياني هيچ مسيري نمي  را

 باشد(

 دراين گراف برابر است با: 2 هاي متمايز به طولآنگاه تعداد مسير 

,(1≤ i ≤ p, mi ≥ 2) (mp
2

) +...+ +(m2
2

) (m1
2

) 

 برابر است با: 2لذا دراين مثال تعداد مسيرهاي به طول 

+(3
2
) + (2

2
) + (2

2
)=6+3+1+1=11 (4

2
) 

 راف پيدا كينم.گ نيز در را ها گراف كامل پيدا كرديم مي توانيم تعداد دور در مانند آنچه تعداد مسيرها را

≤،pk گراف كامل 3p .مفروض است 

 m د، بايدباش  mكنيم. وقتي دور به طول  پيدا pKگراف  در را m اگر بخواهيم تعداد دور هاي  به طول 

وع شر با و mاين صورت دور به طول  باشد در 1vانتخاب كنيم، فرض كنيم شروع دور از رأس رأس را

  1v mv…3v 2v 1v                      :  به صورت 1v از

)داريم كه به  رأس را  pرأس از  mاست. لذا انتخاب p
m

طريق صورت مي گيرد اكنون تعداد جايگشت (

)(m-1(!برابر pKگراف در  m هاي دوري آن بايد محاسبه شود لذا تعداد دورهاي به طول 𝑝
m

بدست مي  (

 برابر m نتيجه تعداد دوره هاي به طول مده است درآدوبار به حساب  ردو آيد كه هر
1

2
( 𝑝

𝑚
)(𝑚 − 1)! 

 است.

 (3≤ m ≤ p) مي باشند. توجه داشته باشيم كه رأس هاي گراف برچسب دار 

 (connected graphs) همبند گراف هاي

ناميده  ليا متص را بررسي كنيم كه گراف همبند گراف ها استفاده ازمفهوم مسير نوعي از ميتوانيم با 

 هر وان ازميشوند. به طور غير رسمي مي توان گفت گرافي همبند است كه يك تكه باشد، يا به عبارتي بت

 رأس آن در طول دنباله يالهاي مجاور به هر رأس ديگر رسيد.

ه تقسيم كرد كه نمودار زير همبند نمي باشد بلكه ميتوان آن رابه چهار تك به عنوان مثال گراف رسم شده در

 است. تكه يك گراف همبندهر
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يا y  و u سهمين زير گراف مي باشد، اما بين دو رأ وجود دارد كه در x,y مشاهده ميكنيم كه مسيري بين

 ندارد.د هيچ مسيري وجو u و x بين دو رأس

 داريم. توجه به مقدمات فوق تعريف زير را با

ين اوجوداشته باشد. درغير همبند است هرگاه بين هردو رأس آن مسيري   G يك گراف تعريف:

 ناهمبند مي ناميم.را صورت آن 

 می شود پل می ناميم.كه اگر برداشته شود گراف ناهمبند  ، يالي راGگراف همبند  در

 ميم.موًلفه ها مي نارا كه آنها  زير گراف همبند بخش شود یميتواند به تعدادهر گراف ناهمبند 

 

ا همبند نبرداريم گراف ناهمبند مي شود. درشكل زير گراف  آن را يك پل است زيرا اگر abشكل يال  در

G .داراي سه موًلفه است 
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 : 33مثال 

 رأس رسم كنيد. 8ــ يك گراف همبند با 1

 

 موًلفه باشد. رأس رسم كنيد كه داراي دو 8 ــ يك گراف نا همبند با2

 

 هاي زير صحيح مي باشد وكدام صحيح نمي باشد. بيانيهكدام يك از  : 34مثال 

 ــ گراف تهي كه حد اقل دو رأس دارد همبند است.1

 همبند است. pKـ هرگراف كامل 2

 ـ اگرگرافي ناهمبند باشد، حداقل دورأس دارد.3

ن دور اي باشند كه دوري ازگراف شامل آن دوباشد، اگريك يال از Gرأس گراف  دو vو  uـ فرض كنيم 4

 دارد. وجود  vبه u كنيم بازهم مسيري ازحذف 

دون آن كه حذف كرد ب يك يال اين دور را باشد، آنگاه ميتوان شامل يك دور Gيك گراف همبند و Gـ اگر 5

 گراف ناهمبند شود.

 ـ گراف رسم شده درشكل همبند است. 6
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≤qيال دارد. يعني  p-1اقل كه همبند باشد حد p مرتبه گراف ساده از ـ هر7 p − >qلذا اگر و 1 p − 1 

 ناهمبند است.

 حل :

 يك رأس داشته باشد آن راهمبند به حساب مي آوريم. گرافي فقط ــ نادرست  است. اگر1 

 رأس مسيري وجود دارد. دو ــ صحيح است. درگراف كامل بين هر2

 اقل يك رأس دارد. كه هر موًلفه لا اقل دوموًلفه دارد ـ صحيح است. وقتي ناهمبند است حد3

 آن دور به يك مسير تبديل مي شود.  دور ـ صحيح است. زيرا با حذف يك يال از هر4

أس آن ر دو به مسير تبديل مي شود لذا بين هر آن دور ـصحيح است. زيرا با حذف يك يال از يك دور5

 يك مسير داريم پس گراف همبند باقي مي ماند. دور

 مسيري نداريم. eيا f يا  dيا  cو aـ نادرست است. بين 6

 اين گراف ناهمبند شامل سه موًلفه يا سه بخش است.

ل با اق رأس داريم پس حد pرأس مسيري وجود دارد. چون  دو ـ صحيح است. درهر گراف همبند بين هر7

p-1 را بهم متصل كرد. ها يال مي توان رأس 

-Pارايد  Pست گرافي ازمرتبهتوجه داشته باشيد كه عكس اين گفته همواره صحيح نمي باشد يعني ممكن ا

 يال باشد اما همبند نباشند. مانند شكل زير: 1

 

 يال دارد اما همبند نمي باشد. 5، 6گرافي ازمرتبه 

≤p، (p مرتبه گراف همبند از هر ثابت كنيد در : 35مثال رأس برابر تعداد يال ها  اكثر درجه هر حد(2

 است.  qيعني 

 يك است. فرض كنيم گراف همبند رأسي از گراف همبند درجه هر رأس حد اقل برابر ره مي دانيم در حل :

≥q+1داشته باشد لذا  q+1درجه  𝑝 − ≥qيا 1 𝑝 − واضح است كه  درجه رأس ها باشد مينيمم δاگر .  2

≥ 1δ درنتيجه؛ 

2q=∑ deg(vi) ≥ (q + 1) + (p − 1)δ ≥ (q + 1) + (p − 1) = q + p
p
i=1 



51 
 

≤qبنابراين 𝑝   كه متناقص با فرضq≤ 𝑝 −  وجود ندارد. بنابراين: q+1درجه  س بااست. لذا رأ  2

≤p  ،pمرتبه گراف همبند، از هر در ≥به ازاي هر qاندازه  و 2 i ≤ 𝑝1،1≤ deg (vi) ≤ 𝑞 

 

<2qداشته باشيم  q اندازه و  pازمرتبه  Gگراف ساده اگر در قضيه: (𝑝 − 1)(𝑝 − همبند  Gآنگاه  (2

 است.

 اين گراف تعداد يالها برابر در مي ناميم و G′است آن راهمبند (p-1)  مي دانيم گراف كامل ازمرتبه اثبات:

 (p-1)(p-2) 
1

2
  =(𝑝−1

2
بدست مي آيد  pازمرتبه  Gاضافه كنيم گراف  ′Gاست. حال اگر يك رأس به  (

 اين رأس اضافه شده به يكي از رأس هاي همبند شود كافي است فقط حداقل يك يال از  Gبراي آن كه گراف

G اين صورت تعداد يالهاي گراف همبند  متصل شود درG   1حداقل +(𝑝−1
2

≤q+ 1است يعني ( ( 𝑝−1
2

) 

<qبنابراين اگر (𝑝−1
2

< 2qيا ( (𝑝 − 1)𝑝 −  همواره مي توان يك گراف همبند ساخت. (2

≥qهمبند باشد اما Gعكس اين قضيه همواره صحيح نمي باشد. يعني ممكن است گراف  ياداشت: (𝑝−1
2

) 

≥ 2qيا (𝑝 − 1)(𝑝 −  .  q=3و  p=4زير رسم شده است  ركه د Hند همبگراف  .مثلاً در (2

 

2q=6=3× 2 = (p − 1)(p − 2) 

 شكل داريم: شده در رسمG  گراف در يا

 

q=4  ,p=5  

2q=8  ,(p-1)(p-2)=4×3=12                       

>2qپس  (p − 1)(p − 2). 

 .اما مشاهده ميكنيم كه گراف همبند است

 

H 

G 
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  (Eulerian and Hamiltonian Graphs)  گراف هاي اويلري وهميلتوني

بررسي مي كنيم. گراف هاي اويلري وهميلتني كه به نام هاي  نوع مهم ازگراف را اين قسمت دو در

ن هميلتون نام گذاري شده اند.اوويليام ر لئونارد اويلر و  

 

ري ازهيچ يالي دور اويل كه شامل يك دور اويلري باشد، گراف اويلري مي ناميم. در واقع در گرافي را

رأس هايي چندين بار بگذريم، بنابراين گراف اويلري بر حسب يالها  از نبايد دوبار عبور كنيم حتي اگر

 تعريف مي شود.

عني اگر يراهميلتني گوييم هرگاه داراي دوري باشد كه شامل تمام رأس ها باشد   Gگراف تعريف:

 باشد. p باشد، شامل دوري به طول  pازمرتبه

 كدام گراف اويلري يا هملتني است. : 36مثال 

 

 

 يال هر رأس و دوري است كه شامل هر Gمفروض است. يك دور اويلري براي گراف  Gگراف  تعريف:

G باشد. يعني، يك دور اويلري براي G يك دنباله از رأس ها ويالهاي مجاور درG و ابتداي آن  ااست كه انته

 مي رود. يك بار به كار دقيقا  يال  هر و يك بار اقل حديك رأس باشد، هررأس 
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اين  همچنينيك دور اويلري است. abfgbcgecdefa( هم اويلري وهم هميلتني است، 1گراف)  حل :

ست. ااست لذا هميلتني  7 دوري به طول   abgcdefaاست، 7داراي دوري به طول  و 7 رتبهم گراف از

 د.( اويلري ميباشد اما هميلتني نمي باش2گراف)

 5ل ( اويلري مي باشد اما اين گراف دوري به طو2) لذا گراف دور اويلري است ويک  bcgfegb دور

 ندارد.

 ( هميلتني است اما اويلري نمي باشد.3گراف ) 

bcgefb است. 5دارد ومرتبه گراف نيز  5 يك دورهميلتني است دوري به طول 

 باشد.( نه اويلري است ونه هميلتني هيچكدام نمي 4گراف)

 د.بيان خواهيم كرد كه درشناسايي گراف هاي اويلري وهميلتني اهميت دارن اكنون قضيه هايي را

 توجه داشته باشيم كه گراف هاي اويلري وهميلتني همبند مي باشند.

مي  را G رأس آن از درجه زوج باشد. دراين صورت گرافي باشد كه هر G فرض كنيم قضيه:

 كه هيچ دو دوري يال مشترك نداشته باشند.توان به دور هايي بخش كرد 

و دوري يال به بخش هاي دوري تقسيم كنيم كه هيچ د نشان دهيد چگونه مي توانيم گراف زير را : 37مثال 

 مشترك نداشته باشند.

 

مشترك نداشته  تقسيم كنيم كه هيچ دو دوري يال  4c و 1c ، 2c ، 3c دور 4 به مي توانيم اين گراف را حل :

 دور عبارت اند از: 4باشند اين 

tuy ,uvz ,vwx ,xzy                                                                     

 مهمترين قضيه درشناخت گراف هاي اويلري قضيه زير است.

 درجه زوج باشد. ر هر رأس آن ازفقط اگ يك گراف همبند اويلري است اگر و : قضيه

 در واقع قضيه فوق معادل دو قضيه زير است.
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 يك گراف اويلري باشد، آنگاه هررأس آن از درجه زوج است. Gـ اگر1

 

 است.( شرط همبند بودن گراف لازم 2) قسمت در

 كه درجه تمام رأس ها درآنها زوج باشد اما اويلري نباشند. دارند دزيرا گراف هاي زيادي وجو

 مانند شكل زير:

 

 درجه زوج است اما گراف اويلري نمي باشد، زيرا گراف همبند نيست. گراف فوق از هر  

 رد گراف هايي اويلري مفيد است. در را گرفت كه همچنين از قضاياي فوق مي توان نتيجه زير 

 درجه فرد باشد آنگاه اين گراف اويلري نمي باشد. سي دريك گراف ازأاگر ر قضيه:

 درجه زوج است. رأس از گراف اويلري هر زيرا درهر 

 كدام گراف اويلري است؟  :38مثال 

 .8، يعني گراف كامل از مرتبه 8K ـ گراف كامل1

 .5مرتبه كامل از، يعني گراف 5k ـ گراف كامل2

(1)8k  درجه فرد است. ــ منتظم است يعني هررأس از7گراف اويلري نمي باشد زيرا اين گراف 

(2)5K ـ منتظم است. 4درجه زوج است. گراف رأس آن از است وهر اويلري است، زيراهمبند 

 توجه به مثال فوق نتيجه زير گرفته مي شود. با 

≤آن كه در pK هر گراف كامل 3 p وp عددي فرد باشد يك گراف اويلري است. زيرا درجه هر

 رأس عددي زوج است.

 اكنون اگر به مسالًه هفت پل گونيكسبرگ برگرديم نموداري مانند شكل زير براي آن رسم كرديم.

 

 يك گراف اويلري است.  Gداراي درجه زوج باشد، آنگاه G رأس گراف همبند ـ اگر هر2

 



55 
 

 

 از رأس ها زيرا تماممشاهده مي كنيم كه اين گراف داراي دور اويلري نمي باشد ولذا گراف اويلري نيست 

ر بگذاريم. پل فقط يك با هر پل ها گذشت به طوري كه از و تمام رأس ها د است. پس نمي توان ازدرجه فر

به  أسرازنتايج ديگر مهمترين قضيه اين بخش يعني قضيه شناخت گراف اويلري آن است كه گشتي از يك 

 ر بگذرد.يك بايال دقيقاً  هر از اقل يك بار گذشته و رأس حد هر م به طوري كه ازنيديگر پيدا ك رأس

 داريم: را ابتدا تعريف زير 

 

 با استفاده ازتعريف فوق قضيه زير راداريم:

گر دارد ا وجود uبه  v آن مفروض اند. يك مسير اويلري از از vو u رأس دو و G گراف قضيه:

وج زتمام رأس هاي ديگر داراي درجه  درجه فرد باشند، و از uو v، گرافي همبند Gوفقط اگر،

 نيمه اويلري نيز مي نامند.گراف  باشند. چنين گرافي را

نقشه يا پلان كف يك ساختمان درشكل زيررسم شده است. آيا مي توانيد يك مسيري پيدا كنيد كه  : 39مثال 

 هر درب داخلي اتاق هاي ساختمان فقط يك بار باشد، به طوري كه از Bشروع وپايان آن اتاق  Aازاتاق

 پيدا كنيم. Bانتهاي  و Aابتداي  كنيم؟ يعني يك مسير اويلري با عبور

ازساختمان خارج  Bوارد ساختمان شويم واز درب خروجي اتاق A درب ورودي اتاق مي خواهيم از حل :

 عبور )رأس ها( اما بايد ازهردرب بين دواتاق دقيقاً يك بار بار بگذريم شويم. مهم نيست ازهراتاق چند

 كنيم.

 يالها و يك دنباله از uبه  v آن مفروض اند. يك مسير اويلري از از vو u رأس دو و G گراف تعريف:

اقل  حد رأس باشد، به طوري كه از هر u وانتهاي آن v شروع آن رأس هاي مجاور است كه ابتداي آن يا

 بگذرد. دقيقاً يك باريال  از هر و گذشته ، يك بار
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اتاق  بين دو درب هاي يك رأس و اتاق را با م كرده ايم. هردرشكل ذيل رس ابتدا نمودار گرافي ساختمان را

 با يالها نشان داده ايم. را

 

بر كه از درجه فرد مي باشند. لذا بنا Bو Aرأس هاي  درجه زوج است به جز رأس اين گراف از هر

 صورت زير وجود دارد. اين مسير به Bو Aقضيه قبل يك مسير اويلري از

گراف  آشنا شديم ويژگي هايي از اكنون كه با گراف هاي اويلري بيشتر   AGHFEIHEKJDCBاست:

 يم.بررسي كن هميلتني را

 ويژگي هاي گراف هميلتني

گذرد بآن دوري وجود داشته باشد كه تمام رأس ها  تعريف كرديم كه گراف هميلتني گرافي است كه در

 ام هميلتنافتخار رياضيدان ايرلندي ويلييعني دوري به طول مرتبه گراف داشته باشد. صفت هميلتني به 

 داد. مورد بررسي قرار اي بازي دور دنيا رار( است كه وجود جوابي ب1865ـ  1805)

چند وجهي  بازيكن خواسته مي شود كه راهي درامتداد يالهاي يك دوازده وجهي يعني يك اين بازي از در 

ه رأس بازهررأس دقيقاً يك بار گذشته وسپس وجه چنان پيدا كنيم كه  12يال و 30رأس،  20منتظم با 

 شروع حركت بازگرديم.
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 درصفحه رسم شده است. درشكل هاي زيراين دوازده وجهي ونمودار گرافي آن

 

لتني گراف همي   Gفقط اگر يال است. اين بازي داراي جواب است اگر و 30رأس و 20 اين گراف داراي

ك يروش  به دو BCPNMحرف مفروض مثلاً پنج حرف اوليه پنج  باشد. بازي كن مي تواند از شروع با

 كامل كند. دورهميلتني را

           BCPNMDFKLTSRQZXWVJHGBاين دو دور عبارت انداز: 

BCPNMDFGHXWVJKLTSRQZB  

  40مثال 

 دارد؟ وجود JVTSR ـ چند دور هميلتني در گراف دوازده وجهي با شروع از1

هر رأس  شامل باشد، و Tپيدا كنيد كه انتهاي آن    BCDشروع از وجهي باـ يك مسير در گراف دوازده 2

 دقيقاً يك بار باشد.

  حل

 دو دور هميلتني به اين صورت وجود دارد: (1)

JVTSRWXZWQPNMLKFDCBGHj                                     

JVTSRWXHGFDCBZQPNMLKj                                      

 حذف مي شود. Wباشد، زيرا درغيراين صورت رأس Wبايد  Rاز  اشته باشيد كه رأس بعدتوجه د

 است. فقط يك چنين مسيري وجود دارد كه به صورت زير (2)

BCDFGHXZQPNMLKJVWRST 
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 زيرا  ،ي آيدمن گراف هميلتني ديگري بدست آاگر يك گراف هميلتني داشته باشيم با اضافه كردن يك يال به 

 دور هميلتني مانند قبل اختيار كنيم.مي توانيم 

يه گراف به اين ترتيب گراف هاي با درجه رأس هاي بزرگتر ويالهاي بيشتر بدست مي آيد كه بيشتر شب 

 م دهيم.هاي هميلتني با رأس هاي ازدرجه كمتر است. ميتوانيم اين ايده را به روش هاي مختلفي انجا

 ( ثابت شده است.Oystein Oreر)توسط ايستن ا1960يكي ازاين روش ها درسال 

≤nرأس باشد كه  nگرافي ساده وهمبند با  G: اگر  Oreقضيه رأس غير  ، وبه ازاي هر دو3

≤deg(v)+ deg(u)داشته باشيم:  vو uمجاور  n  آنگاهG .يك گراف هميلتني است 

 ،vو uزوج رأس غير مجاور  گرافي كه درزيررسم شده است، به ازاي هردو به عنوان مثال، در

deg(v)+deg(u)≥  اين گراف هميلتني است. ار قضيه لذا بنابر 5

 

 ثابت شده است. 1952درسال   Diracقضيه ي زير توسط  

≤n رأس باشد، كه  nگرافي ساده وهمبند با  Gفرض كنيم  قضيه:         رأس هر به ازاي و 3

deg(v)≥
n

2
 ،v   دراين صورت گرافG  .هميلتني است 

 ساده است.  Oer قضيهاثبات به كمك 

≤deg(v)به ازاي هررأس
n

2
 ،v درنتيجه براي هردو رأسu  وv  كه مجاور باشند يا نباشند 

 deg(v)+deg(u)≥ n .لذا گراف هميلتنی است ، 

≤كه  pkهرگراف كامل  : 41مثال  3p .هميلتني است 

≤كه  pkزيرا   حل : 3p،  1همبند وساده است ازطرفي درجه هررأس برابر-p است و≥
𝑝

2
1-p  به ازاي

p≥  برقرار است لذا هميلتني است. 3

هميلتني باشد اما دورأس غير مجاوري  G صحيح نمي باشد. ممكن است گراف Oerعكس قضيه  ياداشت: 

>deg(v)+deg (u)درآن باشد كه   v و uمانند  n  كهn .مرتبه گراف است 



59 
 

> deg(u)+deg(v)=4و  n=5درگراف رسم شده    ≤ n          ضلعي كهn  به طور كلي گراف هر 5
 رأس دلخواه آن دو هميلتني است وچون درجه هررأس آن دو است پس به ازاي هر  5

deg (v) +deg (u)=2+2=4< 5 ≤ 𝑛 

 

 ((Petersenگراف پترسن 

 1898ال گراف پترسن به نام رياضي دان دانماركي جوليوس پترسن ناميده شده است. او اين گراف رادرس

ل يا 15است وداراي  10ـ منتظم از مرتبه 3درنوشته هايش مطرح كرده است. گراف پترسن يك گراف

ن داده است. اين گراف به صورت هاي مختلفي مي تواند نشان داده شود. دوفرم آن درشكل هاي زير نشا

 شده است. اين دو گراف رسم شده يكريخت هستند چرا؟

 

 abcdea است. دراين گراف 5دوري به طول 

abvyea داريم. 5است وبه همين ترتيب دور هاي ديگري به طول 5 نيز دوري به طول 

abvxdea  ،xvywcdx دراين گراف مي باشند. 6 ونظاير آنها دوره هاي به طول 

 ندارد.  7اين گراف دور به طول  

 دارد. نيز 9و 8اما دورهاي به طول

abcwuxdea  است. 8به طول  دور 
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abvxdcwyea   است. اين دور فقط شامل  9دور به طولu نمي باشد. اين گراف دور به طول 

 ندارد يعني دوري وجودندارد كه ازتمام رأس هاي آن بگذارد لذا هميلتني نمي باشد. 10

 گراف های وزن دار

هر يال  در اينجا گراف وزن دار معرفی می شوند که در آن ها با نسبت دادن يک عدد حقيقی نامنفی به

هند. اين دساخته می شوند. اين اعداد اطلاعاتی را برای فاصله  دو رأس تشکيل دهنده  يال به دست می 

ه می توان اطلاعات ممکن است طول فاصله آن دو رأس )مثلاَ برحسب متر و يا کيلومتر(، مقدار کالايی ک

وايی هراه يا يک خط در امتداد يک يال ارسال نمود) که اين يال ممکن است نشان دهنده ی يک آزاد 

 باشد.( يا زمان لازم برای رفتن از يک رأس به رأس مجاور و . . . باشد.

يرمنفی غاز اين گراف يک عدد حقيقی  e=uvرا در نظر بگيريد به هر يال  G(V, E)گراف ساده   تعريف:

ی ناميم مدار وزن را  Gنشان می دهيم. گراف  W(e)ناميده و با  eرا نسبت می دهيم و آن را وزن يال 

 هرگاه يال های آن دارای وزن باشند.

 ممکن است: abهمان گونه که بيان شد وزن يال  تذکر:

 باشد. bبه  aطول آزاد راه از  1-

 حمل می شود. bبه  aمقدار کالايی باشد که از  2-

 باشد. bبه  aهزينه  مسافرت از  3-

 باشد. bبه  aحق بيمه پرداختی برای رفتن از  4-

 باشد. bبه  aمدت زمان مسافرت برای رفتن از  5-

وزن  شهر را نشان می دهد. در اين گراف 5گراف وزن دار زير خطوط راه آهن موجود بين :  42 مثال

 برحسب ساعت است. bبه شهر  aمدت زمان تقريبی رفتن از شهر  (a, b)هر يال مانند 
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 ،  زيرا 24و  17در مثال قبل به ترتيب عبارتند از  abceaو دور   abceوزن مسير  : 43مثال

 abce = 5+4+8=17  وزن مسير 

   abcea=5+4+8+7=24 وزن دور 

 (Cycle Graph)گراف دوری

می  }nv, 1-nv{و . . .  }v2v ,3{و  }v1v ,2{يال  nو  3n(    n, . . . , v2, v1v≤(رأس  nگرافی که شامل 

 می دهند.نشان  nC باشد. گراف دوری را با 

 

  (Wheel Graph)گراف چرخی 

حاصل  nCو اتصال دادن آن رآس به تمام راسهای  nCگرافی که با اضافه کردن يک رأس به مرکز گراف 

ده شدر اشکال زير تعدادی از گراف های چرخی نمايش داده  نشان می دهند. nWمی شود و آن را با 

 است.
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 (n-cube graph)مکعب  – nگراف 

يک بيت  باشد و دو رأس مجاورند اگر و فقط اگر در nرشته بيت به طول  n2گرافی که رأسهای آن نمايانگر 

ی نامبرده در زير تعدادی از گراف ها نمايش می دهند. nQمکعب را با  – nبا هم تفاوت داشته باشند. گراف 

 نمايش داده شده اند.
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 )Interval graph( گراف بازه ای 

س أکنيم مجموعه ای از بازه های باز داريم. اگر اين بازه ها را به عنوان رئوس و اتصال دو رفرض می 

بازه های متناظر، يال ها در نظر بگيريم، گرافی می توان رسم  تقاطعبودن  غيرخالی بودنرا، به شرط 

های  هز. به عبارت دريگر گراف بازه ای متناظر با بايندی ها ميگوه اکرد که به آن گراف باز

بوده و در صورتی دو راس   گرافی است که رئوس آن بازه های باز  باز

.داشته باشند غيرخالیمجاورند)ميانشان يال وجود دارد( که بازه های متناظر آن دو راس اشتراک   

 : به عنوان مثال می خواهيم گراف بازه ای متناظر با بازه های زير را رسـم کنيم :44 مـثال

  

دارند، لذا راس های متناظر اين دو بازه را با يک يال به  غيرخالی تقاطع   )0 ,2(و )1 ,4( ه  دو باز : پاسخ

است، پس راس هايی متناظر اين دو  خالیاشتراکشان  )2 ,5(و  )0 ,2( هم وصل می کنيم. ولی دو بازه

فوق به  ی بازه به هم وصل نمی شوند. به اين ترتيب به همين استدلال نمودار گراف بازه ای شش بازه

 :صورت زير در می آيد
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 (Bipartite Graph)گراف های دو بخشی

ه کچنان افراز نمود  2V و  1V گراف دوبخشی، گرافی است که بتوان ست رأس های آن را به دو سب ست 

 د.باشد. چنين افرازی را دو بخشی کردن گراف نامن 2Vو يک رأس در   1Vهر يال آن دارای يک رأس در 

 گراف شکل ذيل يک گراف دوبخشی است.:  45 مثال

  

  و  x4, x3, x2, x1= {x 1V ,5{سترئوس را می توان به دو  ست ،که در اين گراف زيرا

}4, y3, y2, y1y= {2 V هر يال  وبا هم مجاور نباشند  ستافراز نمود که هيچ دو راسی در اين دو  چنان

 .دوم داشته باشد ستاول و يک انتها در  ستتنها يک انتها در 

 (Complete Bipartite Graph)گراف دو بخشی کامل

يالی وجود  2Vو  1Vرا کامل گوييم هرگاه بين هر رأس  2Vو  1Vبا ست افراز های  Gگراف دو بخشی 

نشان  n m,Kرأس باشد، آنگاه گراف دوبخشی کامل را با  nشامل  2V رأس و  mشامل  1Vداشته باشد. اگر 

گراف دوبخشی کامل را طور ذيل نيز تعريف . (در نظر گرفته می شود m≤nمی دهيم)به طور معمول 

ده وصل ش 2Vبه تمام راسهای  1Vيک گراف دو بخشی باشد که در آن هر رأس از  Gنموده می توانيم: اگر 

 می ناميم. دو بخشی کاملرا يک گراف  Gباشد، 

 نمونه های زير گراف های دو بخشی کامل را نمايش می دهند.
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2,3K 

 

3,3K 

 است. 4k ,3گراف ذيل يک گراف کامل دو بخشی 

  

 يال می باشد. mnرأس و  m+nدارای  m, nKگراف دوبخشی کامل نکته: 

 گراف چند بخشی 

اف، . . . افراز کرد به طوری که هر يال در گرو   2Vو  1Vبخش  Kاگر بتوان رأس های يک گراف را به 

 بخشی می ناميم. Kوصل کند، آنگاه گراف را  )jV )j≠iرا به يک رأس از  iVيک رأس از 

 گراف چند بخشی کامل

بخشی  – K، گراف را مجاور باشد )jV )j≠iبا هر رأس از  iVبخشی اگر هر رأس از  – Kدر يک گراف  

 | .i|=niVکه  nk , 2, .  . .nn1, K کامل می ناميم و می نويسيم.  

 .های چند بخشی کامل هستند گراف گراف های زير نمونه هايی از
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 (plnar graphs) گراف های مسطح

مديگر هرا مسطح گوييم هرگاه بتوان آن را به گونه ای رسم کرد که يال هايش )به جز در رأسها(  Gگراف 

 را قطع نکنند.

طع به طور معمول با يال های متقا 4k. اگر چه گراف کامل يک گراف مسطح است 4K کامل گراف: 46 مثال

نند شکل را با يال های متقاطع ما مانند شکل ذيل، جزء الف رسم می شود، اما با وجود اين ، می توان آن

 مسطح است. 4kذيل، جزء ب رسم کرد. از اين رو، گراف کامل 

 

 

 )الف( )ب( 

 ، زيرا:ستمسطح ا 2K ,3گراف های : 47 مثال
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 مسطح نيست. 3,3Kگراف : 48مثال 

 

 ناحيه)وجه(

ناحيه يا وجه می در ترسيم گراف مسطح، قسمتی از شکل که توسط تعدادی از يال محصور شده است،  

 نامميم.

 درجهٔ ناحيه

 آن ناحيه گفته می شود. درجه   Gبه تعداد يال های هر ناحيه  گراف مسطحه  

  8Rو يک ناحيه  خارجی  1R , 2R , 3R , 4R , 5R , 6R , 7Rناحيه  داخلی  7گراف زير دارای :  49مثال 

 ناحيه دارد. 8می باشد، بنابراين گراف زير 
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ف را در نظر بگيريد. درجهْ هر ناحيه و مجموع درجه های نواحی هر گرا 2Gو  1Gدو گراف :  05 مثال

 را بيابيد.

 

 حل:

∑ deg(𝑅𝑖) = 18

4

𝑖=1

 

 G2:  deg(R5)=4     deg(R6)=dge(R7)=3    deg(R8)=7     deg(R9)=1 

G1 
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∑ deg(𝑅𝑖) = 18
8

𝑖=5
 

 مجموع درجه های ناحيه های يک نقشه دوبرابر تعداد يال های آن است. :قضيه

∑باشند، آنگاه   Gنواحی گراف مسطح  iRاگر  به گونه ی مثال،  deg(𝑅𝑖) = 2𝑒  .در مثال می شود

می شود،  18بود که دوچند آن مساوی به  9فوق ديديم که تعداد يال های هر دو گراف نامبرده مساوی به 

 است. 18نيز مساوی به  ناحيه های هر کدام از گراف های فوق درجات از طرف ديگر مجموع

 نقشه ها، ناحيه ها

ف چندگانه  نقشه را همبند گويند، اگر گرا به نمايش خاصی از يک گراف چندگانهْ محدود، نقشه می گويند. يک

که  ل ذيلشکاصلی آن همبند باشد. يک نقشه صفحه را به ناحيه های متعدد تقسيم می کند. برای مثال، نقشه  

 شش رأس و نه يال دارد، صفحه را به پنج ناحيه تقسيم کرده است. 

 

ار است، اما ناحيه  پنج که در خارج نمودملاحظه می کنيم که چهار تا از اين ناحيه ها محدود شده است، 

م به جای محدود نشده است. بنابراين، بدون اين که کليت شمارش تعداد ناحيه ها از دست برود، فرض می کني

قشه ن. ملاحظه می کنيد که مرز هر قرار دان نقشه در تمام صفحه، نقشه در يک مستطيل بزرگ قرار دارد

رز ماهی اوقات نيز دور تشکيل می دهند. به طور مثال در شکل فوق، شامل يک دنباله از يال است. و گ

لاف در خ Cدور هستند. با وجود اين، اگر با شروع از يک رأس مثلاَ رأس  3rهای تمام ناحيه های بجز 

 جهت حرکت عقرب ساعت حرکت کنيم، آنگاه مسير بسته  :

(C, D, E, F, E, C) 

 deg(r)که به صورت  rدوبار ظاهر می شود. منظور از درجه  ناحيه  {E, F}به دست می آيد که در آن 

د که هر را محدود کرده است. توجه داشته باشي rنوشته می شود، طول يا دور گذر بسته ای است که ناحيه  

لخواهی که يال، يا دو ناحيه را محدود می کند، يا در داخل يک ناحيه قرار دارد و در نتيجه، از هر گذر د

 مرز آن ناحيه است دوبار ظاهر می شود.  روی

 در شکل فوق درجات ناحيه های فوق قرار ذيل است:

Deg(r1)=3, deg(r2)=3, deg(r3)=5, deg(r4)=4, deg(r5)=3 

 است و همانطور که انتظار داريم دو برابر تعداد يالهايش است. 18مجموعه درجه ها مساوی به 

ک نقشه را با نقطه های کوچک نشان می دهيم يا فرض می کنيم برای سادگی در نمادگذاری، رأس های ي

 که نقاط تقاطع خط ها يا منحنی در صفحه، رأس های نقشه هستند.
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 فرمول اويلر

 Rل ها و تعداد يا Eتعداد رأس ها ،  Vاويلر رياضی دان سويسی فرمولی ارايه داد که در آن ، ارتباط بين 

 ژه اين که:ن می شود. به ويتعداد ناحيه های هر نقشه  همبند بيا

V-E+R=2 

 :و همان گونه که از فرمول اويلر انتظار داريم R=5و  V=6  ،E=9ملاحظه می کنيد که در شکل فوق 

V-E+R=6-9+5=2  

 د.تأکيد می کنيم که گراف اصلی يک نقشه بايد همبند باشد تا فرمول اويلر در مورد آن برقرار باش

است و  1Kنه  Gچندگانه  مسطح و همبند با سه رأس و يا بيشتر باشد، از اين رو گراف  يک  G دفرض کني

می تواند  Mاحيه  ن -باشد. به آسانی ديده می شود که الف Gنمايش گراف مسطح  M. فرض کنيد  2Kنه 

اگر مرز داشته باشد تنها  2می تواند درجه   Mاحيه  ن -داشته باشد تنها اگر مرز آن يک دور باشد. ب 1درجه  

بايد  Mاحيه  نگراف باشد و نه گراف چندگانه، آنگاه هر  Gهای آن شامل دو يال چندگانه باشد. بنابراين، اگر 

اف های يا بيشتر داشته باشد. از اين رو توضيح و فرمول اويلر برای اثبات نتيجه  زير روی گر 3درجه  

 مسطح استفاده می شود.

 است. آنگاه  p≥3يال باشد که در آن  qرأس و  pيک گراف مسطح و همبند با  Gفرض کنيد قضيه : 

 q ≤ 3p-6. 

، است q=1و  p=2که در آن   2K ، و نيز برایq=0و  p=1که در آن   1Kتوجه داريد که اين قضيه برای 

 برقرار نيست.  

 باشد. بنا به فرمول اويلر: Gتعداد ناحيه های نمايش مسطح  rفرض کنيد  اثبات:

p-q+r=2 

 3رجه  است. اما هر ناحيه، د 2qحال نظر به يکی از قضايای گذشته که مجموع درجه های ناحيه ها برابر 

 يا بيشتر دارد. از اين رو: 

2q≥3 

≥rبنابراين: 
2𝑞

3
 .  با قرار دادن اين عبارت در فرمول اويلر به دست می آيد: 

2≤p-
𝑞

3
+p-q+r≤p-q=2   يا     

2𝑞

3
-p≥2   يا     

𝑞

3
 

 يجه می دهد.که نامساوی مورد نظر را نت 3p-q≥6به دست می آيد  3با ضرب نامساوی اخير در 
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 گراف های غيرمسطح، قضيهٔ کوراتوفسکی

يم يعنی دو مثال مختلف از گراف های غيرمسطح ارايه می دهيم. ابتدا گراف سودمند را در نظر می گير

صل کنيم، وطبق شکل ذيل  bو  g  ،wبرق آب و    گاز، را به لوله های   Cو  A  ،Bمی خواهيم سه خانه  

که  يال است. فرض کنيد q=9رأس و  p=6است که دارای   33K ,ملاحظه می کنيم که اين گراف، گراف 

لاحظه می ناحيه است. م r=5اين گراف مسطح باشد. بنا به فرمول اويلر، نمايش مسطح اين گراف، دارای 

هار و يا بيشتر کنيد که هيچ يک از سه رأس ان به يکديگر متصل نيستند، از اين رو، درجه  هر ناحيه بايد چ

ايای قبلی اين و يا بيشتر باشد. بنا بر يکی از قض 20يد از آن باشد و در نتيجه، مجموع دررجه های آن با

ارد نقض می يال د 3,3K  ،9يال يا بيشتر داشته باشد. به اين ترتيب، اين واقعيت که گراف  10گراف بايد 

 غير مسطح است. 3K ,3شود. بنابراين گراف سودمند 

 

. يال است q=10رأس و  p=5با  5K اکنون مثال ديگر ذيلاَ در نظر بگيريد. اين گراف، يک گراف کامل

 اگر اين گراف مسطح باشد، آنگاه بنا بر قضيه  گذشته :

10=q≤3p-6=15-6=9 

 غيرمسطح است.  5Kکه نادرست است. بنابراين 

 

  5Kگراف کامل 

ه سال های زيادی است که رياضی دانان در تلاش اند تا توصيفی از گراف های مسطح و غير مسطح اراي

 د.شتوسط رياضی دان لهستانی به نام کوراتوفسکی حل    1930دهند. تا اين که ،  اين مسأله در سال 
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 اتوفسکی قضيهٔ کور

يخت زيرگرافی يکر يا نداشته باشد 3K ,3و  5Kيک گراف مسطح است اگر و فقط اگر زيرگرافی يکريخت با  

ط اگر يا به عبارت ديگر يک گراف غير مسطح است اگر و فق .باشد نداشته 5Kا ي و 3K ,3با زيرتقسيمی از 

 باشد. 5Kو يا   3,3Kشامل يک زيرگراف همسانريخت با 

 را با خود دارد، بنابراين گراف مسطح نيست.  3K ,3گراف ذيل زيرگرافی يک ريخت از :  15مثال 

 

ح ، بنابراين گراف مسطرا با خود دارد 3K ,3گراف زير، گراف پيترسن بوده و زيرگرافی از : 25مثال 

 نيست.

 

گراف زيرتقسيمی از گراف ذيل نيز يک گراف نامسطح است، زيرا شامل زيرگراف يکريخت با  :35 مثال

5K .است 
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 گراف دوگان

طوری رسم شده است که هيچ يال آن به جز در راسهای ابتدايی و انتهايی  Gفرض کنيد يک گراف مسطح 

نمايش می دهيم. حال اگر گرافی را در نظر بگيريم  iRهمديگر خود را قطع نمی کنند، ناحيه  های آن را با 

اين دو رأس قرار دهيم. آنگاه  بين دو ناحيه يک يال بين و به ازای هر يال مشترک  iR که رأسهای آن نواحی 

 نمايش می دهند.  𝐺𝑑گويند و به طور معمول آن را با  Gبه گراف حاصل ، گراف دوگان 

 : 54مثال
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 ويژگی های گراف دوگان:

 ممکن است دو گراف يکريخت دارای گراف های دوگان يکريخت نباشند. 1)

 ت.درجه  هر رأس گراف دوگان برابر با تعداد يال های مرزی هر وجه ناحيه متناظر با آن رأس اس 2)

يک رأس از  Gبه وجود می آورد و يک طوقه در  𝐺𝑑، يک طوقه در  Gيک رأس از درجه  يک در  3)

 نتيجه می دهد. 𝐺𝑑درجه  يک در 

 رنگ آميزی گراف ها

، نسبت دادن رنگ Gی رأس يا به صورت ساده رنگ آميزی گراف را در نظر بگيريد. رنگ آميز Gگراف 

هايی به رأس های گراف است به طوری که رأس های مجاور گراف، رنگ های مختلف داشته باشند. می 

 رنگ استفاده nوجود داشته باشد که از  Gرنگ پذير است اگر يک رنگ آميزی از   G  ،nگوييم گراف 

عنای رنگ مهم به عنوان اسم به معنای رنگ و هم به عنوان فعل به  ”color“کرده باشد. )از آنجا که کلمه  

رنگ  برای رساندن مفهوم عمل نسبت دادن ”color“آميزی کردن به کار می رود، از اين رو به جای کلمه 

ی مورد تفاده می کنم. حد اقل تعداد رنگ هااسبه معنای رنگ زدن  ”paint“از کلمه   Gبه رأس های گراف 

 نشان می دهند. ᵡ(G)ناميده می شود و آن را با  Gفامی ، عدد  Gنياز برای رنگ زدن گراف 

 Gارايه شده است، برای رنگ آميزی گراف  (Powell)پاول و (Welch)الگوريتم ذيل که توسط ولش

گ آميزی داقل تعداد رنگ هايی را که برای رنکاربرد دارد. تأکيد می کنيم که اين الگوريتم هميشه ح

 لازم است، به دست نمی دهد. Gگراف 

 پاول –الگوريتم ولش 

به فرد  را برحسب نزول درجه ها مرتب کنيد. ) اين ترتيب لزوماَ منحصر Gرأس های گراف :  1مرحلهٔ 

 نيست، زيرا بعضی از رأسها ممکن است درجات يکسان داشته باشند.(

ت دهيد که را به رأسی نسب 1Cرا به اولين رأس و آنگاه به طور متوالی، رنگ  1Cابتدا رنگ :  2مرحلهٔ 

 نسبت داده شده است. 1Cمجاور رأس قبلی ای نيست که به آن 

 و رأس هايی که رنگ آميزی نشده اند، تکرار کنيد. 2Cرا لا رنگ دوم  2مرحله  : 3مرحلهٔ  

را تا آنجا ادامه  تکرار کنيد و اين فرايند 4Cو آنگاه با رأس چهارم  3Cرا با رنگ سوم  3مرحله  :  4مرحلهٔ 

 دهيد که تمام رأس ها رنگ آميزی شده باشند.

 از الگوريتم خارج شويد.:  5مرحلهٔ 

 Gگراف  پاول، –شکل ذيل را در نظر بگيريد. و با استفاده از الگوريتم ولش  در Gگراف  –الف  مثال:

 را رنگ می زنيم.
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ذيل  دنباله  رأس های را برحسب درجه  رأس ها به صورت نزولی مرتب کنيم،  Gاگر رأس های گراف  

 به دست می آيد:

8A6, A4, A2, A1, A7, A3, A5, A 

نسبت می دهيم. رنگ سوم  8Aو  4Aو  3Aو رنگ دوم را به رأسهای   1Aو  5Aرنگ اول را به رأسهای 

ين به تمام رأس ها، يک رنگ نسبت داده شده است و از ا می شود.نسبت داده  6Aو  7A  ،2Aبه رأس های 

 1Aنيست، زيرا رأس های  رنگ پذير -G  ،2رنگ پذير است. ملاحظه کنيد که گراف  -G  ،3رو، گراف 
 ،2A  3وA براين به يکديگر متصل هستند، از اين رو بايد به آن ها رنگ های مختلف نسبت داده شود. بنا

ᵡ(G)=3  . 

س ديگر اين رأس را در نظر بگيريد. از آنجا که هر رأس اين گراف مجاور هر رأ nبا  nKف کامل گرا -ب

  )nnKᵡ=(رنگ احتياج دارد. نبابراين   nدر هر رنگ پذيری به  nKگراف است، از اين رو، 

ر. با وجود رنگ پذير است يا خي nکه يک گراف دلخواه، هيچ راه ساده ای وجود ندارد تا واقعاَ تعيين کنيم 

 رنگ پذير بودن گراف ها به دست می دهد. – 2اين، قضيه  زير، مشخصه  ساده ای از 

 ، هم ارز هستند: Gهای زير برای يک گراف  بيانيه: قضيه 

 رنگ پذير است. – G  ،2 -الف

 ، دوبخشی است. G -ب

 ، طول زوج دارد. Gهر دور گراف  -ج

د، هيچ محدوديتی روی تعداد رنگ هايی که ممکن است برای رنگ آميزی يک گراف دلخواه مورد نياز باش

راف های گرنگ احتياج دارد. با وجود اين، اگر خود را به  n، به  nKوجود ندارد، برای مثال، گراف کامل 

 کفايت برای رنگ آميزی آن ها، پنج رنگ مسطح محدود کنيم، طرفنظر از تعداد رأسها، 

 می کند. 

 رنگ پذير است. 5هر گراف مسطح : قضيه
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زيرا  رنگ پذيرند، – 4حدس زده اند که گراف های مسطح  1850در واقع رياضی دانان از نيمه  اول دهه  

 (Haken)و هيکن (Appel)، اپل 1976رنگ پذير است. سرانجام در سال  4هر گراف مسطح شناخته شده 

 ثابت کرده اند که اين حدس درست است، يعنی :

 . در بخش بعد اين قضيهرنگ پذير است – 4هر گراف مسطح، قضيهٔ چهار رنگ ) قضيهٔ اپل و هيکن(: 

 بحث و بررسی می شود.

 نقشه های دوگان و قضيهٔ چهار رنگ

راف گ، نمايش مسطح  Mرا در شکل ذيل در نظر بگيريد. به بيان ديگر  M، به طور مثال نقشه   Mنقشه  

ناحيه های  را مجاور گويند اگر يک يال مشترک داشته باشند. نبابراين، Mچندگانه  مسطح است. دو ناحيه از 

2r  5وr  3الف، مجاور هستند. اما ناحيه های  –در شکل ذيلr  5وr  يری رنگ پذمجاور نيستند. منظور از

است به طوری که ناحيه های مجاور، رنگ های  Mنسبت دهی رنگ ها به ناحيه هايی از  Mيک نقشه  

 nز که ا وجود داشته باشد Mرنگ پذير است اگر يک رنگ پذيری از  – M  ،nمختلف داشته باشند. نقشه  

ای آن می رنگ پذير است، زيرا به ناحيه ه – 3الف،  –در شکل ذيل  Mرنگ استفاده کند. بنابراين ، نقشه  

 نسبت داد. توان به صورت زير، رنگ ها را

1r   ،2قرمزr    ،3سفيدr   ،4قرمزr   ،5 سفيدr   ،6قرمزr  آبی 

ر به شباهت بين اين بحث روی رنگ آميزی نقشه ها و بحث قبل روی رنگ آميزی گراف ها توجه کنيد. د

ميزی يک حقيقت با استفاده از مفهوم نقشه  دوگان که در ذيل تعريف شده است می توان نشان داد که رنگ آ

 قشه هم ارز با رنگ آميزی رأس يک گراف مسطح است.ن

 

 )الف(                                                                 )ب(

  يک نقطه را انتخاب می کنيم و اگر دو ناحيه يک يال ،  M را در نظر بگيريد. در هر ناحيه   Mنقشه  

داشته باشند، آنگاه نقاط متناظر يک منحنی را از طريق يال مشترک به هم متصل می کنيم. اين مشترک 

به دست می   ∗𝑀منحنی را طوری می توان رسم کرد که يک ديگر را قطع نکنند. به اين ترتيب، تقشه  جديد 

است. در شکل فوق  M دقيقاَ متناظر با يک ناحيه    ∗𝑀ناميده می شود به طوری که هررأس M دوگانآيد که 

دقيقاَ شامل يک  ∗𝑀الف نشان داده شده است. می توان ثابت کرد که هر ناحيه   –ب، دوگان نقشه  شکل  –

  ∗𝑀نقشه   ، دوگان  Mرا قطع می کند و برعکس. بنابراين، Mدقيقاَ يک يال  ∗𝑀است و هر يال  Mرأس 

 است.
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، متناظر با رنگ آميزی رأس های نقشه  دوگان  Mملاحظه می کنيد که هر رنگ آميزی ناحيه های نقشه  

𝑀∗   است. بنابراين نقشهM  ،n –  رنگ پذير است اگر و فقط اگر گراف مسطح نقشه   دوگان𝑀∗   ،n 
 رنگ پذير باشد. به اين ترتيب قضيهٰ بالا را می توان به صورت زير بيان کرد.

 يهٔ اپل و هيکن(قضيهٔ چهار رنگ )قض

ه طوری رنگ شوند که ناحيه های مجاور آن، رنگ های مختلف داشت Mاگر ناحيه های مختلف نقشه  

 باشند، انگاه به بيشتر از چهار رنگ احتياج نيست.

ين که ، ويژه ا اثبات قضيه  بالا با استفاده از کمپيوتر های مختلف ،  به صورت اساسی انجام شده است. به

 2000قريباَ تاپل و هيکن نشان دادند که اگر قضيه  چهار رنگ نادرست باشد، آنگاه بايد در ميان يکی از 

شان دادند که نوع گراف مسطح مختلف، يک مثال نقض وجود داشته باشد. اين افراد با استفاده از کمپيوتر ن

سی هر نظر نيست. عمر بشر برای برر هيچ يک از اين انواع مختلف از گراف ها دارای مثال نقض مورد

ات های نوع مختلف از گراف بدون استفاده از کمپيوتر کفايت نمی کند. بنابراين، برخلاف بيشتر اثب

سيار برياضی، اثبات قضيه  چهار رنگ وابسته به تکنولوژی است يعنی بستگی به طراحی کمپيوتر های 

 سريع دارد.
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 فصل دوم

 )  ( Treesدرخت ها

 ي كينم.نوعي ازگراف هارابررسي مي كنيم كه درخت ناميده مي شوند. ابتدا تعريف زيررابيان م اكنون

 درخت يك گراف همبند است كه هيچ دوري نداشته باشد. تعريف:

 نمودارهاي زيردرخت هستند.

 

 چون يك درخت همبند است، حداقل يك مسير بين هردو رأس آن وجود دارد.

صورت  فرض كنيم دورأس در درخت وجود داشته باشند كه به وسيله دومسير به هم متصل باشند. دراين 

عضي ازآنها ايندو مسير تشكيل يك دور مي دهند كه شامل تمام يالها ي اين دو مسير است، يا فقط شامل ب

 است.

 

 اريم.تيجه قضيه زير راداما اين متناقض با تعريف درخت است. لذا چنين دومسيري وجود ندارد. درن

  درهردرخت بين هردو رأس دقيقاً يك مسير وجود دارد. قضيه:

 نيم.كدر يك درخت محاسبه  تعداد كل مسيرها را اين قضيه مي توانيم استفاده كنيم و بلافاصله از

رأس كه  رأس آن دقيقاً يك مسير وجود دارد لذا هر دو رأس باشد. چون بين هر nتي داراي خفرض كنيم در 

مسير  n(n-1)رأس داريم پس  n مسير وجود دارد. چون n-1رأس ديگر دقيقاً   n-1انتخاب كنيم بين آن و

به حساب آمده است لذا تعداد مسيرها  وجود دارد كه هر مسير دوبار
n(n−1)

2
است. به طريق ديگر نيز قابل 
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n)رأس راداريم لذا تعداد مسير ها  nرأس از  2محاسبه است. انتخاب 
2 

است كه همان تعداد قبلي است.  (

 بنابراين:

تعداد كل مسير ها   nدرهردرخت ازمرتبه 
𝑛(𝑛−1)

2
=(𝑛

2
 است. (

 است اين درخت چند رأس دارد. 190دريك درخت تعداد كل مسير ها  : 1مثال 

رأس داشته باشد لذا تعداد كل مسير ها nفرض كنيم اين درخت   حل :
𝑛(𝑛−1)

2
 است درنتيجه؛ 

 
𝑛(𝑛−1)

2
 =190 ⇒ n(n-1) = 380 = 20 X 19  ⇒ n = 20 

سم كمتر وجود دارد؟ نمودار هاي آنها رار رأس و 5چند درخت بدون برچسب)غير يكريخت( با  : 2مثال 

 كنيد.

به  بدون برچسب يا غير يكريخت وجود دارد. نمودار هاي آنها 5و  4،3،2،1درخت ازمرتبه  8 حل :

 صورت زير است.

 

 وجود دارد.  4درجه يكريخت ازدو درخت غير 

 

 رأس وجود دارد كه به صورت زير مي باشند.5  سه درخت غير يكريخت با

 

رجه يك د يك رأس داشته باشد حداقل يك رأس از درخت كه بيش از با رسم هردرخت مشاهده ميكنيم كه هر

 دارد.
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 قضيه زيررا داريم:درجه يك دارد. ابتدا  يك رأس حداقل دورأس از بيش از حتي هردرخت با

 درجه يك دارد. اقل يك رأس از يك رأس حد بيش از هردرخت با قضيه:

 شته است.گذ  vاز  eانتخاب كنيم يك يال ار v دارد. پس اگر رأس رأس اثبات: چون اين درخت حد اقل دو

ازدرجه يك است درغير اين صورت  v نگذشته باشد كه اثبات تمام است و v اگر يال ديگري از 

deg(v)>1  ولذا يال ديگر مانند′e  كه≠ e′e ازv .گذشته است 

≠باشد)واضح است كه  e′انتهاي ديگر  v′فرض كنيم   v′v اگر از )′ vيال ديگري غير از′e  نگذشته باشد

چون تعداد رأس . درجه يك واثبات تمام است درغير اين صورت مانند مرحله قبلي ادامه مي يابد از v′كه 

 ودرخت گرافي فاقد دوراست. پس در آخرين مرحله رأسي ازدرجه يك باقي مي ماند.ها متناهي است 

 ميتوان قضيه فوق راتعميم داده وقضيه كلي تر زير رانتيجه گرفت. 

 درجه يك دارد. رأس از يك رأس داشته باشد حداقل دو هردرختي كه بيش از قضيه:

درجه يك وجود دارد. اكنون  اقل يك رأس از شروع كرديم ونشان داديم حد vرأسي چون  درقضيه قبل از

اثبات تمام است درغير اين صورت مانند  درجه يك باشد كه از  vبرمي گرديم اگر خود    vدوباره به راس

≠گذشته و vكه آن نيز از   e״از يالي مانند  حالت قبل مسير ديگري را 𝑒״ eبه كاربردن  شروع مي كنيم با

 درجه يك داريم. درجه يك مي رسيم. لذاحد اقل دورأس از سي ازروش قضيه قبل درانتها به رأ

 

 به استقراي تعميم يافته نيز مي توان ثابت كرد. قضيه فوق را ياداشت:

 ( (terminalيك رأس نهائي T در درجه يك را رأس از يك درخت باشد، هر  Tفرض كنيم  :تعريف

 .يك رأس شاخه اي مي ناميم يا  (internal)يك رأس داخلی يك را رأس از درجه بيشتر از وهر
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رأس هاي  8v و 2v ،3v ،4v ،7vرأس هاي  رأس ها داخلي و 6vو1v ،5vدرنموداردرخت فوق رأس هاي 

 نهائي يا پاياني هستند. مهمترين قضيه دردرخت ها قضيه زيراست.

 .q=n-1يال باشد آنگاه  qرأس وn درختي با  Tاگر قضيه:

 تعداد يالها همواره ازتعداد رأس ها يكي كمتر است.درخت  يعني درهر

و ثابت است.  q=0كه  n=1صورت مي گيرد. اگر  nاستفاده ازاستقراء روي  با اثبات به كمك قضيه قبل و

≤kرأس كه k فرض كنيم قضيه درهر درخت با  رأس دارد  k+1 كه را Tصحيح باشد. حال اگر درخت  1

  Kمرتبه ازT ′درآن وجود دارد با حذف آن به درخت  1درجه  رأس باقضيه قبل يك  درنظر بگيريم بنابر

ويك يال  كه با اضافه كردن يك رأس  Tيال است. لذا درخت  k-1مي رسيم كه طبق فرض استقراء داراي 

 يال دارد.K  رأس وK+1 بدست مي آيد،  T′از 

 3مثال 

 يال است. آيا اين گراف حتماً يك درخت است؟  11رأس و  10داراي Gگراف  1-

 يال است. آيا اين گراف حتماً درخت است؟4 رأس و  5دارای  G′گراف 2- 

 يال داشت باشد. 9 رأس دارد پس بايد 10 زيرا نمي تواند يك درخت باشد (1) حل :

(2)′G درخت  يال كه 4 رأس و 5 نيز همواره نمي تواند يك درخت باشد. ممكن است هم باشد. گرافي با

 است:

 

 يال كه درخت نمي باشد: 4 رأس و 5گراف با 

 



83 
 

 

 

 يك درخت است. Gيال باشد آنگاه  n-1رأس و nگرافي همبند با  Gاگر  قضيه:

 اضافه كردن شرط همبندي عكس قضيه صحيح مي شود.با مشاهده مي كنيم كه  

 مجموع درجه رأس ها چند است؟  nيك درخت ازمرتبه در  : 4مثال 

درحالت كلي ثابت شد چون درخت نيز يك نوع گراف ساده است لذا مجموع  مانند آنچه درگراف و : حل

 است. 2(n-1) دو برابر تعداد يال ها است. يعني برابر درجه رأس ها

 است.  2(n-1) رأس مجموع درجه رأس ها برابر nدرهردرخت با

∑ vi = 2(n − 1)

n

i=1

 

گرافي باشد از يك مولكول هايدروجن با ماكسيمم اتم هاي هايدروجن براي هراتم  Gفرض كنيم  :  5مثال 

 كاربن:

 اتم هايدروجن باشد. 8 اتم كاربن و 3رارسم كنيد كه داراي  Gگراف  (1)

 كدام است؟ Gاتم هايدروجن باشد آنگاه مجموع درجه هاي   mاتم كاربن و kشامل  Gاگر گراف  (2)

 حل:

(1) G                             .مجموع درجه ها 4×3+8=20يك درخت است = 

يال  n-1رأس و nعكس قضيه قبل همواره صحيح نمي باشد. يعني ممكن است گرافي داراي :  ياداشت

با  يد كهباشد اما درخت نباشد. درقضيه زير شرطي به مفروضات اضافه شده و لذا قضيه اي بدست مي آ

 عكس قضيه قبلي باشد. توجه داشته باشد كه كاملاً عكس آن نيست.تعديلي مي تواند 
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اتم  m و اتم كاربنk كه شامل  Gگراف  را در مي توان ازقسمت قبل الهام گرفته ومجموع درجه ها (2)

 است. 4K+m هايدروجن است محاسبه كرد. حاصل برابر

اتم ديگر  4ن رفته است پس به هراتم کارب به كاراتم كاربن ماكسيمم اتم هاي هايدروجن  چون به ازاي هر 

 متصل است. 

راف گاز طرفی هر اتم هيدروژن دقيقاً به يک اتم کاربن كاربن متصل است. زيرا در غير اين صورت 

 همبند نمی باشد.

ت. لذا تعداد اتم هايدروجن داريم كه درجه هريك، يك اس m و4 درجه  يك از اتم كاربن داريم كه هر kلذا 

4K+m .است 

 كدام نادرست است؟ هاي زير درست و بيانيه كدام يك از : 6مثال 

 يك درخت يك يال برداريم آنگاه درخت ناهمبند مي شود. ـ اگر از1

≤nآنگاه گراف نا همبند است) q<n-1داشته باشيم  qاندازه  و nيك گراف مرتبه  ـ اگر در2 2.) 

ين گراف اباشد آنگاه  qدرجه  ، يك رأس ازqيال يعني اندازه  q رأس و nبا  Gـ هرگاه درگراف همبند 3

 درخت است.

 درخت است. Gيال باشد آنگاه  n-1رأس و nگرافي با  Gـ اگر 4

نيم درخت است پس بين هردو رأس آن دقيقاً يك مسير وجود دارد. فرض ك Gصحيح است. چون (1)حل : 

باقي v و uاين صورت مسير ديگري بين  باشد در vو uيالي كه حذف كرده ايم متعلق به مسيري با انتهاي 

 نمي ماند ولذا گراف ناهمبند مي شود.

بهم متصل  داشته باشد وهمبند باشد چون تمام رأس ها به وسيله يالي رأس nصحيح است. وقتي گرافي  (2)

كمتر شود  n-1ا ازرأس رابهم متصل كند. لذا اگر تعداد ياله nيال لازم است تا اين  n-1اند پس لااقل 

 گراف نا همبند است.

صحيح است. دراين گراف هيچ رأس ديگري ازدرجه بيشتر از يك نمی تواند باشد. فرض كنيم يك  (3)

×q+2+(n-2)رأس درجه دوم داشته باشيم دراين صورت مجموع درجه رأس ها برابر  q+n برابر يا 1
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اما اين غير ممكن است زيرا  q=n يا q+n=2qاست پس  2qگراف  است. اما مجموع درجه رأس ها در

 است. n-1درجه هر رأس درگراف حد اكثر

 2q=q+(n-1) رأس ديگر از درجه يك است پس n-1باشد q لذا دراين گراف اگر يك رأس ازدرجه 

 درخت است. Gهمبند است پس   Gوچون  q=n-1يا

 همبند باشد صحيح است. Gصحيح نمي باشد. اگر (4)

 .به مثال زير توجه كنيد 

 

كمترين  ( درمثال قبل مي توان نتيجه گرفت كه دربين گراف هاي همبند درخت ها2) با استفاده ازقسمت

تمام رأس ها بهم  يال لازم است كه n-1رأس داشته باشد لااقل nيال را دارند. زيرا وقتي گراف همبندي 

ك ي يك درخت است.همچنين مي دانيم وقتي تمام يالهاي بين رأس ها در Gمتصل شوند ودراين صورت 

 گراف رسم شده باشند گراف کامل وبيشترين تعداد يالها را دارد. پس نتيجه زيررا داريم:

≥n-1درهرگراف همبند  𝑞 ≤
𝑛(𝑛−1)

2
، درخت ها  nيعني دربين گراف هاي همبند مرتبه  

 ا دارند.گراف هاي كامل بيشترين يال ر كمترين و

 حداكثر چند يال دارد؟ رأس است. اين گراف حداقل و 12گراف همبندي داراي  : 7مثال 

وقتي حداكثر يال را دارد كه کامل  q=n-1=12-1=11وقتي حداقل يال را دارد كه درخت باشد پس  حل :

= 66 باشد پس حدا كثر تعداد يالها
12(12−1)

2
≥است لذا    𝑞 ≤ 66 11. 

 است. اين درخت چند يال دارد؟ 23 رأس ها درخت مجموع تعداد يالها ويك   در:  8مثال 

 حل : 

{
n + q = 23
q = n − 1

⇒ q + 1 + q = 23 ⇒ 2q = 22 ⇒ q = 11 

 3 مم ودرجه ماكسي رأس با 4است اگر اين درخت  3يك درخت ماكسيمم درجه رأس ها برابر  در : 9مثال 

 داشته باشد، تعداد رأس هاي اين درخت چند است. 2درجه  رأس از

 درجه يك باشند و درجه صفر ندارد پس بقيه رأس هاي اين درخت بايد از ون درخت رأس ازچ حل :

 .تعداد رأس هاي درجه يك باشند  mداشته باشد. فرض كنيم 1رأس درجه  حداقل بايد دو
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 (3,3,3,3,2,2,2,1,1,…,1) 

                m 

∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) = 12 + 6 + 𝑚 = 18 + 𝑚 = 2𝑞 

 است درنتيجه: m+6است. پس تعداد يالها  m+7 برابر mتعداد رأس هاي اين درخت برحسب 

18+m=2(m+6)⇒ m = 6 

 اين درخت رسم شده است. است.نموداري از 13لذا تعداد رأس هاي اين درخت 

 

 

 درخت برداشتن يال از

دو رأس مجاور يك  چنانچه ثابت كرديم درهر درخت بين هردو رأس دقيقاً يك مسير وجود دارد پس اگر

درخت رادرنظر بگيريم بين اين دو رأس مجاور نيز فقط يك مسير وجود دارد كه همان يال بين آن دو 

درنتيجه درخت ناهمبند  و رأس وجود ندارد است، بنا براين اگر اين يال برداشته شود، مسيري بين اين دو

 مي شود. يعني به گرافي ناهمبند تبديل مي شود.

 

 باحذف يك يال در درخت اين درخت فقط به دو مؤلفه تجزيه مي شود.بنابراين 

به وسيله يك مسير بهم متصل اند پس بااضافه كردن u  و  vدو رأس به همين ترتيب چون در درخت هر

 است بنابراين: uv يال اضافي يك دور پديد مي آيد. دوري كه شامل آن مسير و uvيال 

ضافه ايك دور پديد مي ايد. به عبارت ديگر با  ه يكديگردرخت با متصل كردن دو رأس ب درهر

 .كردن يك يال جديد به درخت يك دور پديد مي آيد وبيش ازيك دور پديد نمي آيد
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اي  به صورت هاي مختلفي تعريف كنيم. درزيرقضيه باتوجه به ويژگي هاي درخت مي توانيم درخت را

ن تعريف كه به عنوا تواند براي درخت بيان كند. هريك رامي  بيان مي كنيم كه شش تعريف معادل را را

 بپذيريم 

 ديگر رابه وسيله آن ثابت كنيم. بيانيهمي توانيم پنج 

 تعريف هاي معادل براي درخت قضيه:

 هاي زير معادل ديگري بيانيهرأس باشد دراين صورت هريك از n يك درخت با T فرض كنيم

 است.

 همبند است وهيچ دوري ندارد.  Tـ1

 يال است وهيچ دوري ندارد. n-1داراي  Tـ 2

 يال دارد. n-1 و همبند است Tـ3

 ناهمبند مي شود. Tيال  حذف هر با همبند است وTـ  4

 دقيقاً به وسيله يك مسير به هم متصلند. Tرأس دو ـ هر5

 دور پديد مي آيد.شامل دوري نمي باشد، اما با اضافه كردن هريال جديد يك  Tـ 6

دنباله  اين صورت درجه يك داشته باشد در رأس از 4رأس است اگر دقيقاً  7يك درخت داراي :  10مثال 

 درجه رأس هاي آن كدام است؟

 رأس از دو و درجه چهار اين درخت بايد نموداري به صورت زير داشته باشد. پس بايد يك رأس از حل : 

 دارد. ( را 1،1،1،1،2،2،4) دنباله گرافي داشته باشد. درنتيجه، درجه دو
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   (Matrix of adjacency) ماتريس مجاورت

 درنظر مي گيريم. ابتدا مثال هاي زير را

 

ستون داريم،  4 سطر و 4 درسمت راست يك ماتريس با و 4درسمت چپ يك گراف برچسب دار ازمرتبه  

×يعني يك ماتريس   داريم.  44

 رأس نظير را مشاهده مي كنيد يعني درايه هاي ماتريس، به تعداد يالهايي كه دو ماتريس اعدادي را كه در

د لذا به وسيله يك يال بهم متصل ان 2 و 1درگراف بهم متصل ميكنند مربوط است. به طور مثال رأس 

 . است 1ستون دوم وهمچنين درايه واقع درسطر دوم وستون اول برابر  سطر اول و درايه واقع در

 به وسيله دويال بهم متصل اند، لذا:  4 و 2 رأس هاي

 است. 2 ستون دوم برابر همچنين درايه واقع درسطر چهارم و ستون چهارم و سطر دوم و درايه واقع در

نين درايه همچ سطر اول وستون سوم و با هيچ يالي بهم متصل نيستند، لذا: درايه واقع در  3و 1رأس ها 

 برابر صفراست.ستون اول  واقع درسطر سوم و

 طوقه است بنابراين: 2به خودش متصل است يعني  2 رأس

 است. 1درايه واقع درسطر دوم وستون دوم برابر  

يم لذا، تعريف به نوعي نظير كنرا هر گراف ماتريسي به مثال فوق مشاهده كرديم مي توانيم  آنچه در بنابر

 زير راداريم:

 برچسب گذاري شده باشند. n..،.،3،2،1كه با اعداد رأس باشد nگرافي با   G فرض كنيم تعريف:

nيك ماتريس  Gمتناظر  A(Gماتريس مجاورت) × n  است كهija سطر يعني درايه واقع در i  ام

 را بهم متصل مي كند. jو i ام آن تعداد يالهايي باشد كه رأس هاي  jستون 

 درگراف زير ماتريس مجاورت رابنويسيد. : 11مثال 
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5رأس است پس ماتريس مجاورت آن يك ماتريس  5داراي  اين گراف ساده نمي باشد و  حل : × به  5

 صورت زير مي باشد.

 

 ماتريس زير ماتريس مجاورت يك گراف است نمودار اين گراف رارسم كنيد. : 12مثال 

 

 اده است.سگراف مي باشند نتيجه مي گيريم كه گراف متناظرآن يك  1يا  0درايه هاي ماتريس كه  از حل :

 اين گراف به صورت زير است: 
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گي باتوجه به چند مثالي كه درفوق بررسي كرديم مي توان گفت ماتريس مجاورت هرگراف داراي ويژ

 هاي زير مي باشد.

 ويژگي هاي ماتريس مجاورت گراف

 .ـ ماتريس مجاورت يك گراف يك ماتريس مربعي است كه مرتبه آن برابر مرتبه گراف است1

 

ازآن  ـ اگر گراف داراي طوقه نباشد تمام درايه هاي روي قطر اصلي آن صفر است.)هيچ يالي2

 رأس به خودش متصل نمي باشد(

 

 .jia =ijaـ ماتريس مجاورت هرگراف)غير جهت دار( يك ماتريس متقارن است يعني 3

ي متصل م vi به رأس jv رأس متصل است همان يالي است كه از jv به رأس iv زيرا يالي كه از رأس

 باشد.

 است. 1يا  0ساده باشد تمام درايه هاي ماتريس مجاورت برابر  Gـ اگر گراف  4

  

 است. iv درجه رأس ام برابر i ستون ـ مجموع درايه هاي روي يك سطر يا5

 يعني مجموع درايه هاي روي يك سطر يا ستون برابر درجه رأس متناظر آن سطر يا ستون است.

 iستون  ام و i سطر ماتريس مجاورت آن باشد آنگاه درايه واقع در A يك گراف ساده و G ـ اگر6

 ازگراف است. iv درجه رأس برابر 2A ام ،

يك  پديد مي آيد كه ضرب اسكالر Aام  iدر ستون  A ام iسطر  از ضرب 2A ماتريس در iiaزيرا درايه 

C+…+  لذا برابر خودش مي باشد و بردار در
2
n

  C
2
2

 + C
2
1

واقع يك ماتريس سطري در  است، در

يا برابر يك  iCاش ضرب مي شود كه يك ماتريس ستوني است. اما چون گراف ساده است هر ترانهاده
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 صفر است لذا

 iC  =
2
i

C  درنتيجه؛ 

nC +…+2+C1C=
2
1

+ C
2
2

+ ⋯ + C
2
n

C  

راف گ از iv ام است كه برابر درجه رأس i لذا اين حاصل برابر همان جمع درايه هاي سطر يا ستون

 است.

گراف  در يا صفر است و 1برابر  iCهر گراف ساده صحيح است. كه  توجه داريم كه اين ويژگي فقط در 

 غير ساده همواره صحيح نمي باشد.

ر براب 2Aاين حالت مجموع درايه هاي روي قطر اصلي ماتريس  همچنين نتيجه مي شود كه در

 د يالها درگراف ساده است.برابر تعدا مجموع درجه هاي رأس ها يا دو

 

يا ستون برابر درجه نظير آن رأس است. پس  ( مجموع درايه هاي روي هرسطر5) زيرا بنابر ويژگي

 و چه ستوني برابر مجموع درجه هاي رأس ها مي باشند. درايه ها چه سطري جمع شوند مجموع

 توجه به برچسب رأس هاي آن نوشته شده است. ماتريس مجاورت يك گراف با : 13 مثال

 ـ آيا گراف ساده است؟1

 كدام اند؟ dو bـ درجه رأس هاي 2

 ـ تعداد يالهاي اين گراف چند است؟3

 نظير رازسم كنيد.ـ نمودار گراف 4

 كدام اند؟ 2Aـ درايه هاي روي قطر اصلي ماتريس5

 

ابر بر Aماتريس مجاورت آن باشد آنگاه مجموع تمام درايه هاي ماتريس  A  يك گراف و G ـ اگر7

 يعني دوبرابر تعداد يالها است. Gمجموع درجه رأس هاي 
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 حل:

 وقه وطاند پس گراف  هستند و تمام درايه هاي روي قطر اصلي نيز صفر 1يا  0 ها درايهتمام ـ چون 1

 يال موازي ندارد لذا سا ده است.

طر دوم مجموع درايه هاي س بالاي ستون دوم يا كنار سطر دوم است وb است زيرا  3درجه  از bـ رأس2

 درجه دوم است. از d است. به همين ترتيب رأس 3يا ستون دوم برابر 

ر مجموع درجه پيدا مي كنيم كه براب ـ براي تعيين تعداد يالها ابتدا مجموع تمام درايه هاي ماتريس را3

 رأس ها يا دوبرابر تعداد يالها است.

م جمع كنيم را باه هم جمع كنيم يا مجموع درايه هاي ستون هامي توانيم مجموع درايه هاي سطر ها را با 

 تفاوتي ندارد زيرا ماتريس مجاورت متقارن است.

 دراينجا چون گراف ساده است مجموع يك ها رامحاسبه مي كنيم.

گراف  ودر نتيجه تعداد يالهاي اين 10است لذا مجموع درجه رأس ها برابر  10مجموع يك ها برابر  

 است. 5برابر

 نيم.كرا مشخص مي  a ،b  ،c ،d  ،eـ  نمودار اين گراف به سادگي قابل رسم است. ابتدا پنج رأس 4

 

  dوb ه بيالهايي   aرأس چون گراف ساده است طوقه ويال هاي موازي نداريم با توجه به ماتريس فوق از

يرا درايه هاي صل نمي باشد زيالي مت cيا  و eبه  aمي باشند. مثلاً از  1متصل است زيرا درايه هاي نظير

 نظير صفر اند. به همين ترتيب ساير يالها رسم مي شوند.

ست واين ادرايه هاي روي قطر اصلي آن را پيدا كينم. زيرا گراف ساده  2Aـ مي توانيم بدون محاسبه 5

 باشد آنگاه: jiC به صورت 2A درايه ماتريس  درايه ها برابر مجموع درجه رأس ها مي باشد. لذا اگر هر

=deg(b)=322C                     2=deg(a)=11C 

C33=deg(c)=1                      C44=deg(d)=2 

=deg(e)=255C                                        
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 بنويسيد. ـ منتظم است ماتريس مجاورت را 3كه  4دريك گراف ازمرتبه  :  14مثال 

 

ساده نمي باشد  2Gگرافي ساده است اما  1Gـ منتظم رسم شده است 3و 4نمونه گراف مرتبه  دوحل : 

 ماتريس هاي مجاورت آنها رادرزير مشاهده مي كنيد.

 

س كامل باشد آن است كه تمام درايه هاي ماتري Gكافي براي آن كه گراف  شرط لازم وـ 9

 درايه هاي روي قطر اصلي صفرباشند. و 1مجاورت آن به جز درايه هاي روي قطر اصلي 

 وجود ندارد و 1طوقه ندارد پس هيچ درايه بزرگتر از  زيرا گراف كامل ساده است يعني يال موازي و 

 درايه روي قطر اصلي صفراست. خودش يالي نداريم لذا هر بين هررأس و

رامحاسبه كنيد. هر درايه  2Aباشد آنگاه ماتريس   nK ماتريس مجاورت گراف كامل A اگر : 15مثال 

 رامحاسبه كنيد. 2Aروي قطر اصلي چند است؟ همچنين مجموع درايه هاي ماتريس 

×يك ماتريس  Aباشد دراين صورت  nK ماتريس مجاورت گراف كامل Aفرض كنيم   : حل nn  به

 .است كه به جز درايه هاي روي قطر اصلي كه صفر اند بقيه درايه ها برابر يك مي باشد صورت زير

نتظم باشد آن است كه مجموع تمام درايه هاي روي م - G ،rكافي براي آن كه گراف  ـ شرط لازم و8

 باشد. rستون ماتريس مجاورت آن برابر  و هر سطر
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 به صورت ذيل است:2Aاست پس  nازمرتبه  Aچون 

 

تا  n-1 و ضرب شود چون فقط يك صفر دريك صفر ضرب مي شود A  ام iكه درستون  Aام   iهرسطر

 در 1

1-n  درايه ديگر ضرب وحاصل ها جمع مي شوند لذا هر 1تا iia  1برابر-n است. اما هر سطرi ام A  كه

≠A (iام j هرستون در 𝑗 ضرب شود دومقدار )× 1و بقيه  1×0و 0 1 × هستند كه با هم جمع مي  1

1شوند تعداد  ×  ست.ا n-2است لذا هردرايه غير واقع برقطر اصلي برابر  n-2ها برابر 1

 است.  n-1برابر رأس و برابر درجه هر 2Aمشاهده مي كنيم كه هردرايه روي قطر اصلي 

به صورت زيرمحاسبه مي شود كه مجموع درايه هاي روي هرسطر  2Aمجموع درايه هاي ماتريس 

 برابر

1)-2)+(n-1)(n-(n 21 يا برابر)-1)=(n-1)(n-(n   است وچون n  21سطر داريم پس مجموع)-n(n 

 است.

لفه ها يا بخش هاي همبند  ماتريس مجاورت و  مو 

 رادرنظر مي گيريم كه شامل سه موًلفه يا سه بخش همبند است.  Gگراف ناهمبند
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 به صورت زيراست: Gماتريس مجاور 

 

رايه هاي و ماتريس هاي بلوكي ديگر كه همه د شامل ماتريس هاي بلوكي مربعيA چنانچه مشاهده ميكنيم،

 مي توان برحسب بلوك ها به صورت زير نوشت: را Aباشد. درواقع  آنها صفراست مي

 

وًلفه چون هيچ سه رأس اين م بخش اول اين گراف است و ماتريس مجاورت مؤلفه يا 1Aدرواقع ماتريس 

 د.به رأس هاي ديگر متصل نيستند به همين دليل ساير بلوك هاي سطر اول صفران 3vو 1v ،2vيعني 

 مورد گراف های چند مؤلفه اي بيان كنيم. را در مي توانيم قضيه زير توجه به مثال فوق با

 iG همبند رأس باشد. اگر هرمؤلفه kG,…,  2,G 1Gا موًلفه هاي همبند بگرافي  G فرض كنيم قضيه: 

 G جاورتمبه ترتيب متوالي شماره گذاري شده باشند، آنگاه ماتريس  اين رأس ها رأس باشد و in داراي

 است. به صورت زير
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 .k,…,1,2 =i هايي كه به iاست، براي تمام  iGماتريس مجاورت  ix n in ازمرتبه iA كه هر

 است.  ها نشان دهنده ماتريس هايي هستند كه همه درايه هاي آنها صفر Oو

 ماتريس مجاورت گراف زيررابنويسيد.:  16مثال 

 

ورت ماتريس مجا از Gبرچسب گذاري مي كنيم به اين صورت ناهمبند بودن  راG ابتدا رأس هاي  حل :

 قضيه قبل بيان كرديم. مشخص است. يعني ماتريس مجاورت به فرم ماتريسي است كه در

 

 به صورت روبرو است:A پس 

 

 :يا
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ست همبند ا Gماتريس مجاورت باشد آنگاه  A، اگر  n>1كه  nازمرتبه   Gگراف ثابت مي شود كه در

 مثبت باشد.  nA…+ +2A+A-1درايه  اگر وفقط اگر هر

 ماتريس مجاورت يك گراف جهت دار 

ف جهت نيز تعريف كرد. فقط وقتي گرا براي يك گراف جهت دار تفاوتي مي توان ماتريس مجاورت را با

ثال زير ا به مدرنظر گرفت. ابتد يك رأس به رأس ديگر را از یدار است بايد تعداد قوس ها يا جهت ها

 توجه كنيد.

 زير مشاهده مي كنيد: در ماتريس را و G گراف جهت دار 

 

×در سمت راست يك ماتريس  داريم، و رأس برچسب دار را 4 درسمت چپ يك گراف جهت دار با 44 

يك رأس به رأس  يم. به نظر ميرسد كه هر درايه ماتريس تعداد پيكان ها يا يالهاي جهت دار ازارد را

 را نشان ميدهد. ديگر

 به عنوان مثال :  

نابراين عدد ب .وسيله يك قوس يا پيكان يا يال جهت دار بهم متصل شده اند به همين ترتيب به 2و 1رأس ها 

 درسطر اول ستون دوم ماتريس واقع است. 1

 قوس بهم متصل است پس درايه واقع در سطر دوم ستون چهارم ماتريس 2بوسيله   4به رأس 2رأس 

متصل نشده است، بنابراين درايه  1به  4با هيچ قوسي يا يالي ازجهت  1به رأس 4است. رأس  2برابر 
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با يك قوس به خودش متصل است پس درايه  2واقع درسطر چهارم وستون اول برابر صفراست. رأس 

 است. 1ستون دوم ماتريس برابر واقع درسطر دوم و

 داريم: رااكنون با توجه به مثال فوق تعريف زير  

 باشد. n ,…, 3, 1,2 رأس برچسب دارn يك گراف جهت دار با  Dفرض كنيم  تعريف: 

A (D)  ماتريس مجاورتD  يك ماتريسn × n درايه واقع درسطر  است به طوري كه هرi ام وستون j 

 متصل شود.j  به رأس i آن برابر تعداد قوس ها يا يالهاي جهت داري است كه از رأس ام

  بنويسيد. ماتريس مجاورت گراف هاي جهت دار زير را:  17مثال 

 

به  5ه است لذا ماتريس مجاورت آن يك ماتريس مربع مرتب 5مرتبه  از و ساده 1Gگراف جهت دار حل : 

 صورت زير است.

 

سطر  و پيكاني خارج نشده است. به همين دليل تمام درايه هاي سطر دوم هيچ قوسي يا b و  e رأس از

 است. پنجم صفر

ين گراف انمي باشند.  1و 0گرافي جهت دار است كه ساده نمي باشد. بنابراين درايه ها فقط  2Gگراف  

 .داراي پنج رأس است
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برابر  سطر چهارم ستون دوم خارج شده است به همين دليل درايه واقع در 2قوس به رأس  دو 4از رأس 

 هيچ قوسي خارج نشده است. 3است. از رأس  2

 هاي ماتريس مجاورت درگراف جهت دارويژگي 

يي گراف جهت دار با ماتريس مجاورت در گراف بدون جهت تفاوت ها ويژگي هاي ماتريس مجاورت در 

 دارد.

 حالاتي خاص. ـ درگراف جهت دار معمولاً ماتريس مجاورت متقارن نمي باشد مگر در1

 

 

 

 

 به خارج است.   ivام برابر تعداد قوس هايي است كه جهت آنها از  iيعني مجموع درايه هاي سطر 

 ـ مجموع درايه هاي هر ستون برابر درجه ورودي رأس متناظر آن ستون است. 4

وارد مي شوند يا جهت  jv ام برابر تعداد قوس هايي است كه به رأس jيعني مجموع درايه هاي هرستون  

 است.  jvآنها به طرف 

  

 د.صفر ان یاي روي قطر اصلـ اگر گراف جهت دار طوقه نداشته باشد آنگاه تمام درايه ه2

 ـ مجموع درايه هاي هر سطر برابر درجه خروجي رأس متناظر آن سطر است.3
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 اتتمرين

 سوالات تشريحی

 بنويسيد. آيا اين گراف ساده است؟ يالها را گراف رسم شده رأس ها و در ـ 1

 

 مشخص كنيد. آيا اين گراف ساده است؟ رأس ها را گراف جهت دار رسم شده، يال ها و در ـ 2

 

 دنباله هاي زير دنباله درجه هاي يك گراف ساده است؟ كدام يك از ـ 3

                                                                    2 ،2 ،2 ،2 ،3 

, 3, 1, 04 

3, 3, 2 ,2, 0 

4, 4, 3, 2, 1 

4, 3, 3, 3, 2, 2, 1 

 رسم كنيد. زير دنباله درجه هاي يك گراف ساده است؟ گراف متناظر آن را ـ كدام دنباله4

4, 3, 2, 2, 1, 1, 1 

5, 3, 3, 1, 1, 1 
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2, 2, 2, 1, 1 

پل  دو  ،  BوA پل بين  هفت پل به هم مربوط شده اند. دو 7به وسيله   DوA  ،B ، C ـ چهار جزيره 5

دار وجود دارد. نمو Dو  A و يک پل بين   Dو   A ، يک پل بين Cو  A   يك پل بين،  Dو   Cبين

پل  ري كه از هررسم كنيد. ايا ميتوان تمام پل هاي بين جزيره ها راقدم زد، به طو گرافيكي اين مجموعه را

 فقط يك بار بگذريم؟

 ـ گراف هاي متناظر با ماتريس هاي مجاورت زير كدام اند؟6

 

 مي كنيم: نشان مي دهيم، چنين تعريف  G′كه با  را Gه باشد، مكمل ديك گراف سا G ـ گراف مكمل، اگر7

اگر  با يالي متصل اند. G′در  Vو Uمي باشند. همچنين دورأس متمايز  Gهمان رأس ها  G′رأس هاي 

ده اند. شزير داده  در 1G، 2G، 3G يالي به هم متصل نباشند، اكنون سه گراف  با  G در Vو Uوفقط اگر 

 ا راپيدا كنيد.مكمل هاي آنه

 

 وجود دارد، آنها رارسم كنيد.)بدون برچسب( 6مرتبه  ـ چند درخت از8

 اند. حسب كيلومتر رسم شده نمودار بر يكديگر در با فاصله هاي آنها از  Dو C ,B ,Aـ چهارشهر 9
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ايان پنقطه  هر شهر فقط يك بار بگذرد و از شروع به مسافرت كرده وA دوره گردي مي خواهد از شهر 

 باشد. A نيز شهر سفر او

  بين اين دورها كدام كوتاه ترين است؟ چگونه مي تواند اين شهرها را دور بزند، از او 

 ـ آيا گراف با ماتريس مجاورت زير هميلتوني است؟10

 كنيد. دور هميلتوني آن راپيدا بصورت مثبت بودن جوا در 

 

اكثر است. اين حد 3درجه هر راسٌ حداقل  و 24همبند است كه اندازه آن  و يك گراف ساده  Gــ 11

 ازمرتبه چند است؟

 .باشد، ثابت كنيد اين گراف داراي دور است 2گرافي حد اقل برابر  رأس از ــ اگر درجه هر12

 قل يك دور است.داراي حد ا q>p-1آن  كه درq واندازه  pمرتبه  ــ ثابت كنيد هرگراف همبند از13

 كدام است؟ mدنباله درجه رأس هاي يك درخت باشند، آنگاه   1,…,1, 1 ,3, 7, 8, 9اگر دنباله -14

m                          تا 

به هم  درخت را اين دو رأس دلخواه از مفروض اند، ثابت كنيد اگر دو 2Tو 1Tــ دو درخت متمايز  15

 وصل كنيم، گراف حاصل بازهم يك درخت است.

 چنان رسم كنيد كه هميلتني نباشد.  8مرتبه  گرافي سه منتظم ازــ 16

 يك گراف بازه اي است. نشان دهيد، گراف با نمودار زير 17
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 ـ گراف هاي زير مفروض اند. كدام يك با بقيه يكريخت نمي باشند. 18

 

 رارسم كنيد. tتا  sــ درگراف زير تمام مسير هاي از 19

 

 دور ها هميلتني است؟  ام يك ازگراف رسم شده كد ـ در20

 

abcefa     (1)abedcfa    (2)abecdefa     (3) abcdefa (4) 

 

 تمرينات چند گزينه ای 

 هاي زير صحيح است؟ بيانيهمورد گرافي كه نمودار آن رسم شده است، چه تعداد از  ـ در1

 مجاورند. wو vرأس هاي

 مجاورند.x  و  vرأس هاي 

 واقع است. 2يال  بر  uرأس هاي 

 واقع است  xرأس بر 5يال 

1(1  2(2  3(3  4(4 
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                           آن                          يك يال و يال داشته باشد وجود دارد كه فقط دو {a ,b ,c ,d}ـ چند گراف ساده با چهار رأس2

{a,b}  .باشد 

1)4                 2)6                   3)5                     4)64 

 است؟ Gنظر مي گيريم. كدام گراف يك زير گراف  در را Gـ گراف 3

 

 د؟است. اين گراف چند رأس دار 3درجه تمام رأس هاي آن  يال است و 6ـ گراف ساده اي داراي  4

1)3                  2)4                  3)6                4)8 

س هاي اين برابر تعداد رأس ها است. حد اقل تعداد رأ تعداد يال ها دو Gتهي غير  گراف ساده و ـ در5

 گراف كدام بايد باشد؟

1)3                   2)4                 3)5                        4)6 

  6درجه ماكسيمم و رأس از 2 اين گراف در مي باشد. اگر 13اندازه  و 8مرتبه  از  Gگراف سا ده  ـ6

ماكسيمم مم باشند، آنگاهرأس ازدرجه ميني  درجه رأس ها كدام است؟ △

 7يا  5(4                   7يا  4(3             4 يا 3(2                 5 يا 2(1

 ـ منتظم است، كدام صحيح است؟1رأس،  nبا  Gـ گراف 7

1)n     .2فرد است)n          .2 (3زوج استn         .كامل است. (4يال دارد 

 ـ چه تعداد ازگراف هاي زير موجود است؟8

 يال 12ـ منتظم با  5گرافي1.

 رأس 5ـ منتظم با 3گرافي 2.

 ()ساده باشد يا نباشد(.≤2nرأس)n ـ منتظم با2گرافي3.

 يال 10ـ منتظم با  4گرافي4.

1)1                    2)2                   3)3                   4)4 
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 دارد؟ )چند زيرگراف كامل غير يكريخت)بدون برچسب 5Kـ گراف كامل 9

1)3                 2)5                  3)31                            4)15 

 )يكريخت يا غير يكريخت( دارد؟ ،چند زيرگراف كامل برچسب دار 5Kـ گراف كامل 10

1)5                       2)32                      3)31                     4)63 

 رأسي دارد؟ 3چند زير گراف كامل  5Kـ گراف كامل 11 

1)5                       2)31                       3)10                         4)15 

 يال است. تعداد رأس هاي اين گراف كدام است؟ 45ـ يك گراف كامل داراي 12

1)10                 2)9                     3)5                            4)11 

 دارد؟ 7درجه  يال است. اين گرف حداكثر چند رأس از 27ـ يك گراف ساده داراي 13

1)8                   2)7                   3)6                           4)5 

 است. اين گراف چند يال دارد؟رأس  12ـ منتظم داراي  6 ـ يك گراف14

 ندارد. رافي وجودگ( چنين 4                         48(3                   36(2                   72(1

 كدام ميتواند باشد؟ r يال است. حداكثر مقدار 12ـ منتظم داراي 7ـ يك گراف ساده 15

1)8                   2)3                     3)4                 4)6 

 منتظم حداقل چند رأس دارد ؟ -rـ گراف 16

1)r-1                2)r                     3)r+1                        4)2r  

 وجوددارد؟  pاندازه و pمرتبه  ـ چند گراف كامل از17

 p(4                  2(3                 1(2هيچ             

 كدام همواره صحيح است؟  qاندازه و  pگراف همبند مرتبه درـ 18

          q<
𝑝

2
  (1 q≥ 

𝑝

2
 (2 

(3 q=
𝑝

2
 (4                                𝑞 ≥ 

𝑝

3
 



106 
 

 صحيح است؟  زير هاي بيانيهـ چه تعداد 19

 آن گاه گراف ناهمبند است. G ،q<p-1يك گراف ساده  الف( اگردر

 است. 2 هر رأس همواره بزرگ تر يا مساوي هرگراف همبند درجه ب( در

 رأس دارد. r+1ـ منتظم باشد، آنگاه حداقل  G ،rگراف ساده ج( اگر

 رأس دارد. 6نا همبند باشد، آنگاه حداقل  Gـ منتظم 2د( اگرگراف

(11              2)2                     3)3                    4)4 

 C  و  A، يك پل بين B و Aپل به هم مربوطند. سه پل بين  6 به وسيله Dو  A،B ،Cجزيره  ـ چهار20

 كدام درست است؟ Cو   Bيك پل بين و D و Aيك پل بين 

 است. 3، 3، 1،1دنباله درجه هاي گراف اين مجموعه 1)

 را قدم زد، به طوري كه از پل فقط يك بار بگذريم. هرگز نمي توان تمام پل ها 2)

 بگذريم. پل فقط يك بار از هر قدم بزنيم و را شروع كنيم مي توانيم تمام پل هاجزيره كه  ازهر3)  

 D ا پايان ازكدام فقط يك بار گذشت، اما درصورتي كه شروع ي از هر و قدم زد را مي توان تمام پل ها4) 

 باشد.

 ـ كدام دنباله درجه هاي رأس هاي يك گراف ساده مي تواند باشد؟21

3,3,3,3,3  (1              2)1,2,3,4               3 )0,0,2,3       4)1,2,2,3   

 دارد؟ رأس وجود 5چند درخت غير يكريخت با  (22

1)1              2)2                   3)3               4)4 

 است. دراين گراف به ترتيب چند طوقه  زير( ماتريس مجاورت يك گراف به صورت 23

 ر طوقه وجود دارد؟وچند يال غي
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  5و  3 4)          6و  3 3)            5و  2 2)         6و  1 1)

  يه اين ماتريس صفراست؟  ادرنظر مي گيريم. چند در ـ درگراف رسم شده ماتريس مجاورت را24 

 

1)4                      2)6                     3)8                  4)10 

 وجود دارد؟ 10مرتبه  از ـ منتظم و 2 گراف دو بخشيـ چند 25

1)2                 2)4                 3)3                     4)5 

 يك گراف بازه اي مي تواند باشد؟ گراف هاي زير ـ كدام يك از26

 

 ؟داراي چند صفراست pمرتبه  ـ ماتريس مجاورت يك درخت از27

1) p-2p                   2 )2p+2-2p   3) +2p+22p              4)1-p-2p 

امل كبه يك گراف  Gاضافه كنيم،  Gسه يال به  اگر q  ،p+q=7اندازه و  pمرتبه از Gگراف  ـ در28

 كدام است؟ pتبديل مي شود، 

1)3              2)4              3)5                4)2 

ه باشند، ب Gمجموعه يال هاي گراف  e4,e3,e2,e1E={ e,5{ مجموعه رأس ها و V}=1,2,3,4{ـ اگر29

چند  است. اين گراف داراي 4و  2بين  4e و 3و1بين 3e و 4و 3بين  2e و 2و1بين  5eو  1eطوري كه 

 است؟ 4دوربه طول 

 3(4                2(3             1(2(صفر            1

 ـ كدام گراف اويلري است؟30
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 يال مي باشد. اين گراف حداقل چند رأس دارد؟ 20 داراي G ـ گراف ساده31

1)6                  2)7                3)8                   4)5 

ك حداقل ي چند زير گراف برچسب دارهمبند با E={ab,ad,ac}و V={ a,b,c,d}با  Gـ گراف ساده 32

 يال دارد؟

1)5              2)6                           3)7                             4)8 

 كدام است؟  p,12<p<17به طوري كه pوتعداد رأس ها  24منتظم تعداد يال ها  rـ دريك گراف 33

(1 16            (2 15                        3) 13                           (4 14  

 وجود دارد؟ 2چند مسير به طول  6Kيك گراف كامل  ـ در34

1)120               2)60                  3)45                      4)80 

 داراي چند درايه غير صفراست؟ Tاست. ماتريس مجاورت  10مرتبه  يك درخت از Tـ35

1)18                2)20                   3)16                    4)9 

كدام  Pد. به دست مي آي pKيال اضافه كنيم، يك گراف كامل  10تعداد  ،pبه يك درخت ازمرتبه  ـ اگر36

 است؟

1)4                2)5                        3)6                     4)8 

 چند دور وجود دارد؟ زيرـ درگراف 37 
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1)8             2)6                   3)5                        4)4 

 

 يال است. كدام همواره صحيح است؟ 4 رأس و 5داراي  Gـ گراف 38

1)G                     .2حتماً درخت است)G دارد. 3درجه  حتماً يك رأس از 

3G(                 .4مي تواندهمبند نباشد)G ،2.ـ منتظم است 

رأس  6 يدقيقاً به وسيله يك مسير به هم متصل مي باشند. اگر اين گراف دارا Gرأس گراف  دو ـ هر39

 باشد، اين گراف ازمرتبه چند است؟ 3درجه  رأس از m و 2درجه  رأس از 3 و 1ازدرجه

1)12                 2)13                   3)14                  4)15 

 است. دراين گراف مجموع درجه رأس ها چقدراست؟ زيررت وـ ماتريس مجاورت يك گراف به ص40

 

(1 5                   (2 12                (3 8                    (4 10 

 اويلري دارد؟  چند دور زيرـ گراف 41

 

 3 4)                    2 3)                    1 2)صفر               1)
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 رسم شده اند، كدام گزينه همواره صحيح است؟ 2G و 1Gـ دو گراف 42

 

 

 

 هميلتوني دارند. دور اويلري و (هردو1

 هميلتوني ندارد. (هيچكدام دور اويلري و2

3)1G 2دور هميلتوني وG .دور اويلري دارد 

4) 1G 2 اويلري و دورG .دور هميلتوني دارد 

 

 همواره صحيح است؟ـ گراف رسم شده درشكل رادرنظر مي گيريم، كدام گزينه 43

 (دور اويلري وهميلتني ندارد.1

   اويلري دارد. اما هميلتني ندارد. (دور2

 يكي هستنند. دو اويلري وهميلتني داردكه هر (هم دور3

 اما متفاوت هستند. ،( هم دور اويلري وهم هميلتني دارد4

 ـ كدام گزينه زير همواره صحيح است؟44

 ر هميلتوني دارد.هم دو هم دور اويلري و 3K(گراف 1

≤p  (Pاندازه و  pمرتبه (گرافي ساده از2  كه هيچ دوري ندارد. ( وجود دارد3

 رأس هاي آن زوج باشد، اويلري است. (اگر درگرافي تمام درجه3

 هميلتوني داشته باشد. هم دور (گرافي وجود ندارد كه هم دور اويلري و4

 درجه چند مي باشند؟ دارد، بقيه رأس ها از 2درجه  رأس از فقط دو و 7 مرتبه ـ درختي از45

 3درجه  تا از 4 و1درجه  (يكي از1
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  1درجه تا از 4و 4درجه  (يكي از2

 1ازدرجه  تا 3 و 3درجه  تا از 2(3

 1تا ازدرجه  5(4

به طول  يال به آن يك گراف كامل پديد مي آيد. اين درخت داراي چند مسير 10باافزودن Tـ دردرخت 46

 غير صفراست؟

1)10                  2)15                     3)18                   4)12 

 ست؟ادر اين صورت اندازه گراف کدام  =∆  δ = 4داشته باشيم 10از مرتبه  Gاگر در گراف  47-

(1 20                  (2 30                  (3 40                    (4 15 

 ن ماكسيمم است؟آباشد، درجه چند رأس  27اندازه آن  و 8 برابر  Gـ اگرمرتبه گراف 48

1)4                    2)5                       3)6                     4)7 

 ؟نادرست است زيرهاي  بيانيهـ كدام يك از  49

 دارد.  n-1داشته باشد، حتماً يك مسير به طول  nگرافي دوري به طول (اگر1

 مي باشد.داشته باشد آنگاه داراي دور ن p-1درجه  راسُي با  pمرتبه گراف ساده اي از ( اگر2

  p=qآنها كه در ( نامتناهي گراف كامل وجود دارد3

  p=qآنها ( نامتناهي گراف منتظم وجود دارد كه در4

 ؟درايه برابر يك است. مرتبه ماتريس كدام است 12ـ ماتريس مجاورت نظير يك درخت داراي 50

1)5                    2)6                     3)7                    4)8 

 است، كدام صحيح است؟ 2 گرافي حداقل رأس از ـ درجه هر51

 (حتماً همبند است.1

 (همواره درخت است.2

 ( حداقل يك دور دارد.3

 ( همواره دو دور متمايز دارد.4
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 كدام همواره صحيح است؟  T ـ درهردرخت52

 مرتبه مي تواند عددي زوج باشد. (مجموع اندازه و1

 دارد. 1رأس از درجه mباشد، آنگاه حداقل   mدرخت برابر در  (اگر ماكسيمم درجه2

 ن دو رأس بيش ازيك مسير وجود دارد.ي(درهردرخت ب3

 آنگاه درخت است. باشد،   q=p-1گرافي در (اگر4

 كدام است؟ m است.  1,…,4,4,3,3,2,1,1ـ دنباله درجه رأس هاي يك درخت 53

m                                                       تا 

1)6                        2)8                       3)10                     4)5 

 در است. اگر تعداد يال ها δ=1مينيمم درجه رأس ها  و 3=△يك گراف ماكسيمم درجه رأس ها  ـ در54

 حداقل تعداد رأس ها كدامند؟ تعداد رأس ها زوج باشد، حداكثر و و 18اين گراف 

 6و 12(4                 8و18(3              6و18(2              6و 16(1

 يال حداكثر چند رأس دارد؟ 8 با Gـ گراف همبند 55

1)10                  2)7                   3)8                      4)9 

نظر مي گيريم.  در ( مفروضند. گراف متناظر اين بازه ها را4،8(، )5،6(، )2،6(، )1،3ـ بازه هاي )56

 دنباله گرافيكي آن كدام است؟

1)3،1،1،1                  2 )3,2,1,1             3)3,2,2,1            4)2,2,1,1 

 مفروضند. گراف متناظر اين بازه ها چند رأس از( 2،5(،)1،10(،)3،8(،)6،9(،)4،7ـ بازه هاي )57

 دارد. 4درجه 

 3(4                 2(3                  1(2(هيچ                  1

 گراف هاي رسم شده گراف بازه اي است؟ ـ چه تعداد از58
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1)1               2)2                   3)3                          4)4 

 وجود دارد؟ b به رأس  aگراف شكل مقابل چند مسير متمايز از رأس درـ 59

2(1  3(2 

4(3  5(4 

 

 باشد؟ 4درجه هر رأس آن حداقل  يال و 20مرتبه حد اكثر چند باشد تا داراي  از  Gـ گراف60

1)12                 2)10                      3)8                         4)16 

 است. مرتبه درخت كدام است؟ 66يك درخت  مسير هاي متمايز درـ تعداد 61

1)10                2)12                      3)65                   4)24 

 تعداد يال هاي آن چه تعداد كم مي شود؟ يك رأس برمي داريم. از pKيك گراف كامل  ـ از62

1)1                     2)p                     3)p-1                  4)p+1 

 است، كدام صحيح نمي باشد؟ pمرتبه  ماتريس مجاورت گراف يك درخت از Mـ 63

 است. 2(p-1برابر) 1تعداد داريه هاي برابر عدد (1

 است. p(2-1(برابر 2M ( مجموع درايه قطراصلي ماتريس2

 صفرمي باشند.همگي  M( درايه هاي روي قطر اصلي ماتريس 3

 باشد. ( سطري وجوددارد كه تمام داريه هاي آن صفر4

 برابر كدام است؟ 2M يه هاي ماتريسامجموع در 4Kگراف كامل  ـ در64

1)36                   2)72                 3)45                       4)24 

 كدام است؟ 2Mيه روي قطر اصلي ماتريس ادر باشد، هر pK ماتريس مجاورت گراف كامل Mـ اگر 65

1)n                2)n-2                       3)n-1                        4صفر) 

م دراين صورت كدا q=2p-3ض است. به طوري كه ومفر  qاندازه و pمرتبه  از Gمنتظم  -3ـ گراف 66

 همواره صحيح است؟
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 ي است.(اويلر4(هميلتني است.   3است.            5 مرتبه ز( ا2است.              8 مرتبه (از1

 داراي چند يال است؟ 1382نتظم ازمرتبه م -1ـ گراف 67

1)1382           2)691                3 )21832      4)690 

 هم هميلتني باشد، داراي چند يال است؟ مرتبه چهار كه هم اويلري و ـ گرافي از68

 (چنين گرافي وجود ندارد.4                6(3                   4(2              3(1

 ؟داريم 4ازمرتبه  ـ چند درخت برچسب دار69

1)32                  2)64                3)8                4)16 

 وجود دارد؟ 15 مرتبه از ـ چند گراف منتظم همبند و70

1)5                  2)7                  3)14               4)10 

 ـ كدام دنباله مي تواند، دنباله درجه هاي رأس هاي يك گراف باشد؟71

1)5,4,3,2,0                2)3,3,2,2, 0     3)4,3,2,2,0    4)5,3,3,2,0    

 است؟                    ـ كدام گراف همبند72

 

حداقل  Vهرعضو  پانزده عضو دارد. از G=(V,E)  ،V={a,b,c,d,e,f} ( ،G)Eـ درگراف ساده 73

 چند يال مي گذرد؟

1)2                 2)3                 3)4                    4)5 

 مي باشد، درجه چند رأس ماكسيمم است؟ 27اندازه آن  و G، 8ـ مرتبه گراف 74

1)5               2)6               3)7                         4)8 
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 وجود دارد؟ eبه  a از 3چند مسير به طول  زيرـ درگراف شكل 75

1)5               2)4           3)3             4)2 

 

 فاقد دور است، مجموع مرتبه واندازه آن كدام عدد مي تواند باشد؟  Gهمبند ـ گراف76

1)12                 2)15                 3)18                    4)20 

تعداد  دو رأس با ماكسيمم درجه غير مجاور مي باشند. 3,3,2,2,2يك گراف با درجه رأس هاي  ـ در77

 كدام است؟ 4طول  دور هاي با

 (صفر4               1(3                   2(2                 3(1

 2Aباشد، حاصل ضرب درايه هاي قطري ماتريس  4با مرتبه  Gماتريس مجاورت گراف  Aـ اگر 78

 نمي تواند باشد؟كدام عدد 

1)3                       2)12                    3)18                 4)36 

 مي باشد، چگونه است؟ 3,2,2,1,1,1,1,1 هايش ـ گرافي كه دنباله درجه رأس79

 .(قطعاً داراي دوراست1

 .(درخت است2

 ( همبند است.3

 ( ناهمبند است.4

دقيقاً يك  هرپل پل به هم راه داده است. اگر مجاز باشيم از 8 با را Eو A،B،C، Dنقطه  5ـ شكل زير 80

 پايان كدام است؟  Bشروع از منطقه  كنيم، با بار عبور

 B                     3)D               4)E(2نشدني است.     (1
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 چند تا است؟ 6مرتبه  هاي ازـ تعداد درخت 81

1)4                2)5                 3)6                    4)7 

 كدام است؟ a+bاست كمترين عدد  b،a،2،3،4،5به صورت  Gـ درجه رأس هاي گراف همبند 82

1)1                     2)2                3)3               4)4 

 است وجود دارد؟ 10اندازه آن  نامنظم كه مجموع مرتبه و ده همبند وـ چند نوع گراف سا83

1)3                   2)4                   3)5             4)6 

 متناظر كدام گراف است.زير  ماتريس  ـ84
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 سومفصل 

 و شبکه رابطه ها

کوتاه و مختصری به حاصلضرب قبل از اينکه رابط ها را مورد بحث و بررسی قرار دهيم يک نگاه 

 دکارتی دو ست می نماييم.

عضوی از  x( که  x , yهای مرتب ) جفتتمام  ستعبارت است ازB و Aستحاصل ضرب دکارتی دو 

A وy عضوی ازB نماد با  باشد وآن راA× 𝐵 :نشان می دهيم 

A× 𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥𝜖𝐴, 𝑦𝜖𝐵}                     

× توجه: 𝐴A  2راباA و× 𝐴 × 𝐴 A  3را باA  .و... نشان می دهيم 

 مطلوب استباشد،   B={3,5}و  A={1,2,4}اگر :1مثال

×Aالف.  𝐵              .بB× 𝐴       

×A حل: الف.  𝐵 = {(𝑥, y): 𝒙𝜖𝐴, 𝑦𝜖𝐵} 

={(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(4,3),(4,5)} 

×Bحل: ب.  𝐴 = {(𝑥, y): 𝑥𝜖𝐵, 𝑦𝜖𝐴} 

={(3,1),(3,2),(3,4),(5,1),(5,2),(5,4)}   □ 

مفروض می باشند، مطلوب است حاصلضرب دکارتی  B={2,4}و  A={a,b,c}ست های  :2مثال 

A×B  ،B×A  وB×B  

A× 𝐵 = {(𝑎, 2), (𝑎, 4), (𝑏, 2), (𝑏, 4), (𝑐, 2), (𝑐, 4)}           
B× A =  {(2, a), (4, a), (2, b), (4, b),(2,c ), (4, c)} 

B × B =  {(2,2), (2, 4), (4,2), (4,4)                         

                   A×B≠B×A یتوجه: درحالت کل

ت قابل تعريف اس ست حاصل ضرب دکارتی دوبه بيشتر( مشابه  )يا ستحاصل ضرب دکارتی سه  تذکر:

 مرتب به صورت هایتمام سه تايی  عبارت است از Cو B،A ستواقع حاصل ضرب دکارتی سه  در

 (a ,b, c که در آن )a ϵ A ،b ϵ B   وc ϵ C  يعنی: 

A× 𝐵 × 𝐶 = {(𝑎, 𝑏, 𝑐): 𝑎𝜖𝐴, 𝑏𝜖𝐵, 𝑐𝜖𝐶} 
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 دراين صورت  B={a , b}و  A={1,2,3}فرض کنيد :3مثال 

A× 𝐵 =  {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎), (3, 𝑏)}     

B× 𝐴 = {(𝑎, 1), (𝑎, 2), (𝑎, 3), (𝑏, 1), (𝑏, 2), (𝑏, 3)} 

×T. حاصل ضرب دکارتی T={2,3,5}فرض کنيد  :4 مثال 𝑇   .رامشخص کنيد 

×T حل: 𝑇 = {(2,2), (2,3), (2,5), (3,2), (3,3) (3,5), (5,2), (5,3), (5,5)}      □            

                        

  (Relation)رابطه 

×Aای از  ست فرعی باشند، هر غير خالیهای  ست B و  Aهرگاه 𝐵 يک رابطه از را A  بهB  .می ناميم

×ϵA(a , b)و  باشد Bبه  A رابطه ای از Rهرگاه  𝐵  اعضای رابطه زيکی اR  باشد، دراين صورت می

 استفاده می کنيم، هرگاه  a R b سمبول يا از ϵR(a , b)نويسيم 
b)∉R (a , سمبول از aRb استفاده می کنيم. 

 می ناميم. Aرابطه ای روی  را Rدراين صورت باشد،  A=Bاگر  

رابه صورت زيردر نظر  3Rو R2R,1رابطه های  و  4 و 3رادرمثال های  Tو B ،Aهای ست :5مثال

است،  Tرابطه ای روی  3R و Aبه  Bرابطه ای از B ،2R به A رابطه ای از 1Rبگيريد. دراين صورت 

 1R{(2,b),(2,a),(a,1)}=       که :

           ={(a,1),(b,1),(b,3) }2R   

)}           5,5),(3,3),(2,2={(3R 

 وبه طور مشابه داريم: a11Rبنابراين  1Rϵ(1,a)چون  

                           233   ,2R21   , bR2bR 
 اما

                          33,aR      22b    , aR1R3 

يک  R = {(1,a),(1,b),(3,a)}باشند آنگاه ست  B = { a , b }و   A = {1, 2, 3 } اگر  :  6مثال 

  3Rbو 3Raو 2Raو  1Raاست. می توانيم بنويسيم:   Bدر ست  Aرابطه از ست 

 R={(a , b),(a , c),(c , c),(c , b)}، در اينصورت ست  W = {a, b, c}فرض می کنيم :  7مثال 

 است. می توان نوشت: wيک رابطه در 
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a R a     ,    b R a      , a R c     ,     a R b           

است که نشان دهنده همه  ℝ x ℝيک سب ست  2y < x,  ℝ ϵy ,  ℝ ϵx  | R={(x , y) { ست:  8ثال م

   ست اعداد حقيقی است. ℝيک رابطه  در  Rصدق می کند.   2y < xجفت های مرتبی است که در قانون 

 را به صورت زير تعريف می کنيم: Rست اعداد حقيقی باشد  A: فرض می کنيم  9مثال 

≤  102  + 5y 2, y)  |  2xR={(x   در اين صورت ،R  يک رابطه رویA .است 

در نظر  Aرا در   Y , Xاست دو ست  Aرابط ای در  ⊇ست ای از ست ها باشد آنگاه  Aاگر :  10مثال 

 است.   x ⊆ Yو يا  است X ⊆ Yبگيريد يا 

 ناحيه تعريف رابطه

  رابطه گويند. يعنی  (domain) ناحيه تعريفست همۀ مؤلفه های اول جفت های مرتب يک رابطه را 

{ x | (x , y) | ϵ R }  ناحيه تعريف رابطهR .است 

 برد رابطه

 رابطه گويند يعنی   (range)ست همۀ مؤلفه های دوم جفت های مرتب يک رابطه را برد
{ y | (x , y) ϵ R} .برد رابطه است   

ناحيه  7می باشد. در مثال  { a , b }و برد رابطه  R  { 1 , 3 }ناحيه تعريف رابطه  6در مثال :  11مثال 

 می باشد. { b , c }و برد رابطه  { a , c }تعريف رابطه 

 ناحيه تعريف رابطه  5y2 R = {(x , y)  |  2x +2  ≥ 10   {يعنی رابطه 9در مثال :  12مثال 

{x | x ϵ ℝ , -√5 ≤ x ≤  می باشد.   | y ≤ √2 }   ≤ ϵ ℝ , -√2  y {y و برد رابطه  5√

تعداد کمی عنصر داشته  Bو  Aرابطه ها را می توان به صورت تصويری نيز نشان داد. اگر ست های 

باشند می توانيم آنها را به صورت دو ست نشان دهيم و عناصر جفت های مرتب را به وسيله ی قطعه خط 

 های به هم پيوند دهيم.

 يری قرار ذيل نشان داد.را می توان به صورت تصو 6رابطه مثال :  13مثال 
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ت مرتب سب ست هايی از اعداد حقيقی باشند ، آنگاه هر جف Bو  Aباشد و  Bدر  Aرابطه ای از  Rاگر 

(x , y)  از رابطهR  به صورت يک نقطه در صفحه نمايش داده می شود. نمايش تصويریR  ست همۀ

 نمايش داده شده اند. (x , y)نقاطی است که با جفت های مرتب 

ط است که يک بيضی به مرکز مبدأ مختصات با نقا 9نمايش تصويری رابطه مثال  3شکل  : 14مثال 

 داخل آن می باشد.

 

 رابطه معکوس

دارد که به  Aدر ست  Bاز ست   𝑅−1يک رابطه معکوس   Bدر ست  Aاز ست  Rهر رابطه ای مانند 

 صورت زير تعريف می شود:

𝑅−1 = {(𝑦 , 𝑥) |  (𝑥 , 𝑦) ϵ R} 

 باشند آنگاه :  B = {a , b}و  A = {1 , 2 , 3}اگر :  15مثال 

R = {(1 , a) , (1 , b) , (3 , a)} 

 به صورت زير است: Rاست. رابطه معکوس  Bدر  Aيک رابطه از 

𝑅−1 = {(𝑎 , 1), (𝑏 , 1), (𝑎 , 3)} 

يک رابطه در  R = {(a , b) , (a , c) , (c , c) , (c , b)باشد آنگاه   W = {a , b , c}اگر :  16مثال 

W :است. رابطه معکوس آن به صورت زير است 
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=  {(b , a) , (c , a) , (c , c) , (b , c)} 𝑅−1 

رابطه ای در ست اعداد حقيقی باشد رابطه  R = {(x , y) | y = x 3{فرض می کنيم  :  17مثال 

y = √𝑥 | (y , x)}  = معکوس آن به صورت
3

}    𝑅−1 .خواهد بود 

 رابطه هاانواع 

  (reflexive relation) الف. رابطه ی بازتابی

 Rباشد. در اين صورت رابطه ی  A x Aيک سب ست  R يعنی باشد Aست رابطه ای روی  Rفرض کنيد 
 داشته باشيم:  a ϵ Aاست، هرگاه برای هر  ی(انعکاسيک رابطه بازتابی ) Aروی ست 

 (a , a) ϵ R   و يا می نويسيم a R a به عبارت ديگر رابطه ، Rرگاه هر يک رابطه ی انعکاسی است ه

وجود  a ∊ Aيک رابطه ی بازتابی نيست اگر يک  Rبا خودش در رابطه باشد. به اين ترتيب  Aعضو از 

     R ∌ (a,a)داشته باشد به طوريکه 

 هستند.بازتابی  : روابط زير دارای خاصيت 18 مثال

 .A⊆Aداریم:  A ست برای هرها، ستبودن روی کلاس  سب ست (1

 اعداد حقیقی. ستمساوی بودن روی  (2

 وط.طخ ی موازی بودن روی مجموعه (3

 اعداد حقیقی. ست)کوچکتر یا مساوی( روی  ≥ رابطه (4

 □اعداد حقیقی.          ست )بزرگتریامساوی( روی ≤ رابطه (5

 نیستند: انعکاسی: روابط زیر دارای خاصیت 19مثال

 اعداد حقیقی. ست)کوچکتر( روی > رابطه (1

 اعداد حقیقی. ست)بزرگتر( روی  < ( رابطه2

 انسان ها. ست( رابطه برادر بودن روی 3

 □انسان ها.   ست( رابطه پدر بودن روی 4

 فرض می کنيم ::  20مثال 

A = {1 , 2 , 3 , 4}   وR = {(1 , 1),(2 , 4),(3 , 3),(4 , 1), (4 ,4)}  يک رابطه درA اشد. بR 

 نيست. Rمتعلق به  (2 , 2)يک رابطه انعکاسی نيست زيرا 

يک  Rگاه رابطه تشابه مثلثها تعريف شده باشد آن Aدر  Rست مثلث های صفحه باشد و  Aاگر :  21مثال 

 رابطۀ انعکاسی است چون هر مثلث با خودش مشابه است.

 R= {(x , y) | x , y ϵ ℝ , x < y}ی کهيک رابطه در ست اعداد حقيقی باشد به طور Rاگر :  22مثال 

 داريم: a ϵ Rيک رابطه انعکاسی نيست زيرا برای  Rآنگاه 

a < a 

يک رابطه  Rباشد انگاه  Aيک رابطه سب ست بودن در  Rخانواده ست ها باشد و  Aاگر :  23مثال 

 انعکاسی است زيرا هر ست سب ست خودش می باشد.
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 (symmetric relation)ب. رابطه ی متقارن 

. ϵ R (b , a)داشته باشيم  ϵ R (a , b)است، هرگاه برای  يک رابطه متقارن Aروی ست  Rرابطه ی 

 باشد، يا به عبارت ديگر: aنيز در رابطه با  bباشد آنگاه  bدر رابطه با  aيعنی اگر 

  b R a ⟹ a R b  

R  متقارن نیست اگرa,b ∊ R  وجود داشته باشد به طوریکه(a,b) ∊ R  اما(b,a) ∉ R  .  

   : روابط زیر متقارن هستند: 24مثال 

 خطوط.ست (رابطه متعامد بودن روی 1

 انسان ها. ست( رابطه هم قد بودن روی 2

 اعداد حقیقی. ست( رابطه مساوی بودن روی 3

 □خطوط.    ست( رابطه موازی بودن روی 4

 : روابط زیر متقارن نیستند:25 مثال

 اعداد حقیقی.  ستروی    ≥رابطه (1

 اعداد حقیقی. ستروی    ≤(رابطه2

 ها. ستروی کلاس ⊇ ( رابطه 3

ر علی انسان ها، مثلاٌ علی برادر زهرا است، درحالی که زهرا برادست ( رابطه برادر بودن روی 4

 □نيست.   

ک ي R = {(1 , 3),(4 , 2),(2 , 4),(3 , 2),(3 ,1)}  ،Rو  A = {1 , 2 , 3 , 4}اگر :  26مثال 

  ∌ R    (2 , 3)ولی ϵ R (2, 3)رابطه تقارنی يا متقارن نيست زيرا: 

بطه تقارنی يک را Rباشد آنگاه  Aرابطه تشابه مثلثها در  Rست مثلثهای صفحه باشد و  Aاگر :  27مثال 

 متشابه است. aنيز با مثلث  bمتشابه باشد مثلث  bبه مثلث  aاست زيرا اگر مثلث 

را  y، عدد  xآنگاه  ϵ N  x , yباشد به طوری که  Nيک رابطه در اعداد طبيعی  Rاگر  :28مثال 

 2عدد  4لی را می شمارد و 4عدد  2يک رابطه تقارنی نيست زيرا مثلاً  R. آنگاه  x | yبشمارد يعنی  

 را نمی شمارد.

   R ∌ (2 , 4) ولی   ϵ R (4 , 2)يا به عبارتی ديگر  | 4    2ولی 4 | 2يعنی 

 (antisymmetric relation) متقارن ضدرابطه ج. 

 هرگاه:يک رابطه ی ضد متقارن است  Aروی ست   Rرابطه ی 

 a = b⟹  (b , a) ϵ R   و(a , b) ϵ R    به عبارت دیگر اگرa  خلافb  باشدa  وb  به تنهایی وb 

 به تنهایی ممکن است در رابطه باشند ولی هر با هم خیر. رابطه ضد متقارن را طور ذیل نیز  aو 

                                 a R b   ,   b R a ⟹ a = b می نویسیم.

تعلق  Rبه  (b,a)و  (a,b)باشد به طوری که  a,b ∊ Rضد متقارن نيست اگر  Rبنابراين رابطه ی 
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 . a ≠ bداشته باشند اما 

 

 متقارن هستند:ضد : روابط زير  29مثال

 ها ستروی کلاس ⊇  رابطه (1

       A=B A⟹ A⊆B   ,B⊆ 

 اعداد حقيقی ستروی  ≥(رابطه2

a≤ 𝑏 , 𝑏 ≤ 𝑎 ⟹ 𝑎 = 𝑏                                                         

 اعداد حقيقی.    ستروی  ≤(رابطه 3

يک رابطه ضد  x | y  .Rآنگاه  x , y ϵ N  باشد به طوری که اگر Nرابطه ای در  Rاگر :  30مثال 

 متقارن است زيرا اگر : 

a | b , b | a  ⟹ a = b 

يک  Rباشد.  R = {(1 , 2) , (4 ,2) , (4 , 4) , (2 , 4)}و  W = {1 , 2 , 3 , 4}اگر :  31مثال 

 رابطه ضد متقارن نيست زيرا: 

(4 , 2) ϵ R       (4 , 2)  و ϵ R 

 2 ≠ 4می باشد ولی  

 Rد، انگاه باش Aرابطه در R = {(x , y) | x , y ϵ A , x ⊆ y   وخانواده ستها باشد  Aاگر :  32مثال 

 يک رابطه ضد متقارن است زيرا: 

A ⊆ B , B ⊆ A  ⟹ 𝐴 = 𝐵 

   (transitive relation)انتقالی  ی رابطهد. 

 هرگاه :  است،ی انتقالی )متعدی( يک رابطه  Aروی ست   Rرابطه ی 

(b, c) ϵ R ⟹ (a , c) ϵ R  و(a , b) ϵ R   به عبارت ديگر اگرa  در رابطه باb  باشد وb  در رابطه

 باشد. رابطه ی انتقالی را طور ذيل نيز می توانيم تحرير نماييم، اگر: cدر رابطه با  aباشد آنگاه  cبا 

a R b  , b R c ⟹ a R c 

 وجود داشته باشد به طوری که a,b,c ∊ Rيک رابطه ی انتقالی نيست اگر  Rبطه ی بنابراين را

(a,b) , (b,c) ∊ R  اما(a,c) ∉ R. 

 

 هستند: انتقالیهمگی  ر: روابط زي33مثال 

 B⊆Dدراين صورت  C⊆Dو B⊆Cاگر B,C,Dهای ستها، برای ستروی کلاس  ⊇رابطه (1

 اعداد حقيقی.ست ( رابطه تساوی روی 2

باشد، دراين  pمضربی از  nو n مضربی از m ، اگرتام اعداد  ست( رابطه مضرب بودن روی 3

 خواهد بود. pمضربی از  mصورت
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≤ ( روابط4 ، < ،  □اعداد حقيقی.  ستو > روی   ≥
 به صورت زير تعريف شده باشد. Rست همه انسانهای روی کره زمين باشد و  Aاگر :  34مثال 

}  x ،y را دوست می دارد  ،R = {(x , y) | x , y ϵ A 

 را دوست cشخص  bرا دوست داشته باشد و  bشخص  aيک رابطه انتقالی نيست. زيرا اگر  Rرابطه 

 را دوست داشته باشد. cشخص  aداشته باشد دليلی ندارد که 

 رابطه ای در اعداد حقيقی به صورت ذيل تعريف شده باشد:  Rاگر :  35مثال 

R = {(x ,y) | x , y ϵ ℝ  ,  x < y} 

R  زيرا :يک رابطه انتقالی است 

a < b    ,    b < c    ⟹    a < c  

يک رابطه  Rباشد.  R = {(a , b) , (c , b) , (b , a) , (a , c)}و   W = {a , b , c}: اگر  36مثال 

 انتقالی نيست زيرا:

(c , b) ϵ R وR   (b , a)  ϵ  می باشد ولی(c , a) ∉ R  

 (equivalence relation)رابطه هم ارزی 

 يک رابطه ی  هم ارزی )معادلت( است هرگاه: Aدر ست  Rرابطه 

-1 R  بازتابی باشد يعنی برای هرa ϵ A  : داشته باشيم 

(a , a) ϵ R 

-2 R متقارن باشد يعنی 

(a , b) ϵ R  ⟺ (b , a) ϵ R 

 انتقالی باشد يعنی  3-

[ (a , b) ϵ R   ,    (b , c) ϵ R ] ⟹  (a , c) ϵ R                                             

بازتابی ،  Rباشد.  Aرابطه تشابه مثلث ها در  Rست مثلثهای صفحه باشد و  Aفرض کنيم :  37مثال

 يک رابطه ی هم ارزی است. Rمتقارن و انتقالی است، پس 
ابطۀ هم ارزی ، رابطۀ برابری در هر ست می باشد. برای هر عضو هر ست بهترين مثال ر:  38مثال 

 داريم:

 a = a   (1                            انعکاسی 

 b  =  a 2)  a = b   ⟺ تقارنی 
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                    3)  a = b    ^     b = c      ⟹              ا نتقالی                      

رابطه موازی بودن در ست خطوط صفحه يک رابطه هم ارزی است زيرا اگر ست خطوط :  39مثال 

 نمايش دهيم داريم: Aصفحه را با 

   1) ∀ D ϵ A          ,          D  ||  D                                       بازتابی 

 يعنی هر خط موازی با خودش می باشد.

2) ∀ D1 , D2 ϵ A         ,         D1  ||  D2     ⟺    D2  ||  D1           تقارنی 

 است. 1Dنيز موازی خط   2Dباشد، آنگاه خط  2Dموازی خط  1D یعنی اکر خط 

3) ∀ D1, D2, D3 ϵ A, (D1 || D2, D2 || D3) ⟹ D1 || D3        انتقالی  

 است. 3Dموازی خط  1Dآنگاه خط  3Dموازی خط  2Dباشد و خط  2Dموازی  1D يعنی اگر خط 

 در ست اعداد حقيقی به صورت زير تعريف شده است: Rرابطه :  40مثال 

R = {(x ,y)  |  x , y ϵ ℝ  ,    x2 + y2  ≤  1 } 

 گراف رابطه را رسم کنيد. –الف 

 ويژگی های انعکاسی ، تقارنی و انتقالی را بررسی کنيد. –ب 

 ناحيه تعريف و برد رابطه را مشخص کنيد. –ج 
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x2 + y2 ≤ 1 نمايش تصويری 

  ] =-1 + ,1[برد ] =-1 + ,1       [ناحيه ی تعريف 

 

 21  +21 ≱ 1زيرا  )R ∉ ) 1,  1    حل : دارای خاصيت بازتابی نيست چون :

 دارای خاصيت تقارنی می باشد چون :

⟹ (𝑏 , 𝑎) ϵ R  1≤  2a+  2⟹ 𝑏  ≤ 12 b+  2⟹ 𝑎 R ϵ) a , b( 

 دارای خاصيت انتقالی نيست زيرا: 

(a , b) ϵ R ⟹ 𝑎2 + b2 ≤ 1 

≤ 12 c+  2⟹ 𝑏 R ϵ) b , c( 

 طرفين دو رابطه را با هم جمع می کنيم:

 
22b - 2≤  2+ c 2a ⟹  2≤   2+ c 2+ 2b 2a 

 يعنی   باشد 22b - 2  =1در اينجا بايد 
√2

2
= ±  b   پس برای

√2

2
 = ±  b  درست است و رابطه برای اين

 انتقالی است پس به طور کلی دارای خاصيت انتقالی نيست. bمقدار 

 در ست اعداد حقيقی به صورت ذيل تعريف شده است: Rرابطه :  41مثال 

| },  |x| ≤ |y  ℝ ∈ R = {(x , y) | x , y 

 رسم نموده و خاصيت های انعکاسی و تقارنی و انتقالی را بررسی کنيد. گراف رابطه 

 



127 
 

 حل : 

 بازتابی است زيرا:دارای خاصيت 

|;      |x| ≤ |x      ℝ ∈ x∀  

 دارای خاصیت تقارنی نیست زیرا:

||y| ≤ |x   ⟹;     |x| ≤ |y|           ℝ ∈  x , y∀  

 به عنوان مثال

|3| ≤| 4|   ⟹|      4≤ || 3| 

 که چنین نیست

 دارای خاصیت انتقالی است زیرا:

||x| ≤ |z  ⟹|y| ≤ |z|   ;   (|x| ≤ |y|  ⋀     ℝ ∈  x , y , z∀  

 (partial ordering) ترتيب جزيی

متقارن ضد ، یباشد که دارای خاصيت انعکاس  Aرابطه ای روی R و خالی ست غيريک  Aهرگاه 

با  می ناميم و معمولاً آن را A برروی  يا ترتيب ناقص يک ترتيب جزيی را Rاست، آن گاه   انتقالیو

  نشان می دهيم.  ≥  سمبول

يک ترتيب جزيی روی   Rباشد، دراين صورت  Aروی⊇ رابطه   R و ها ستکلاس   A: هرگاه 42 مثال

A  است.       انتقالیمتقارن وضد ، یدارای خواص انعکاس است. زيرا□ 

در ست اعداد حقيقی يک رابطه ترتيب جزيی است.  ))  ≥رابطه کوچکتر يا مساوی بود ن )) :  43 مثال

 زيرا:

1) ∀ a ϵ ℝ     ;      a ≤ a  

2) ∀ a , b ϵ ℝ     ;     a ≤ b  ^  b  ≤ a    ⟹   𝑎 = 𝑏   

3) ∀ a , b , c ϵ ℝ     ;    a ≤ b  ^  b  ≤ c   ⟹   a ≤ c 

در ست اعداد حقيقی يک رابطه ترتيب جزيی    ((≤)) به همين ترتيب رابطه بزرگتر يا مساوی بودن نيز

 است.

رابطه عاد کردن درنظر بگيريد. برای  ،Sراروی   D رابطه و S={2,3,4,5,. . .} : فرض کنيد 44 مثال 

D b,  a , b ϵ S  a هرگاهb , a يعنی راعاد کند(a   مقسوم عليهb  است يا b  مضربی ازa  ًمثلا ،)است

2D6،10D50    3اماD19  و... دراين صورتD  يک ترتيب جزيی رویS است، زيرا 

 یک رابطه انعکاسی است. Dیعنی     a D aداریم  a ϵ Sبرای هر  (1
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           a D b   ,    b D a ⟹ a = bمتقارن(  ضد (                    )2

   a D b   ,    b D c ⟹ a D c            (   انتقالی(                    )3

 (partially ordered set) ست مرتب جزيی

،باشد، آنگاه) Aیک ترتیب جزیی روی  ≥هرگاه  ≤ A مرتب  ستجزئاً مرتب یا یک ست ( رایک

 می نامیم. Poset جزیی ویا به طور خلاصه

می نامیم اگر  مقایسه پذیر Aدر  را bو   a( یک ست مرتب جزیی باشد، آنگاه  A،≥هرگاه) تعريف:

≥aحالات  یکی از 𝑏   یاb≤ 𝑎  برقرار باشد. درغیر این صورتa وb  می نامیم. مقایسه ناپذیررا 

 لذا  D310و 3D10چون  چون  3,10ϵSدرنظر بگیرید برای اعداد 44 درمثال را D: رابطه  45 مثال

 □.  2D8مقایسه پذیرند چون  8و 2مقایسه ناپذیر هستند، درحالی که  10 و 3 

نشان : همان گونه که درتعریف یک ترتیب جزیی ذکر شد، معمولاً یک ترتیب جزیی رابانمادتوجه می ≥

دهیم که نبایدآن رابا رابطه کمتر یا مساوی روی مجموعه اعداد یکی گرفت، برای تمایز، از این پس 

 معمولی" می نامیم.  ≥رابطه کمتر یا مساوی را" 

 B={a,b}ترتیب های جزیی رامی توان به کمک نمودار)گراف( نیز نمایش داد. فرض کنید 

 ( به صورت زیر است:⊇,Aمرتب جزئی)دیاگرام ست   A=p(B)={ø,{a},{b},{a , b}}و

 

 

                                                           {a,b} 

 

           {a}           {b}                                                                        

 

                                                                       Ф 

 

به  øتوسط يک يال سودار از  {a}و  øهای  ستلذا دوراسً متناظر  ø ⊇ {a}دقت کنید که ازاین که مثلاً 

لذا تمام رئوس دارای یک حلقه  x⊆xداریم  x ϵ Aرسم شده است. هم چنين ازاين که هرگاه  {a}سمت

 رابطه ترتیب جزئی مربوط می باشد. یهستند، درواقع وجود حلقه ها دررئوس به خاصیت انعکاس
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≥aوداشته باشیم  a,b ϵ Aمرتب جزئی بوده و ست( یک ≥,A: هرگاه )نکته b   می گوییمa))  قبل ازb 

≤aهم چنین . ))است aبعداز  b ((یا  ))است b  به معنی راb≤ a .درنظر می گیریمb a< به  را

≥aمی خوانیم وبه این معنی است که  ((است bاکیداً قبل از   a))صورت b وa≠ b گاهی .a≤ b  و  

b ≤ c  رابه صورتa≤ b ≤ c  نیز می نویسیم وگوییمb  بینa  وc است. اگرa≤ c  وهیچ عضوی

≥aوجودنداشته باشد به قسمی که  cو  aبین  b ϵ Aمانند  b وb≤ c گوییم a 

 c يا  است و c (immediate predecessor)مقدم بلافصل 

 است. a (immediate successor)تالی بلافصل 

 توسط بخش پذيری مرتب شده باشد. پيدا کنيد. S={2,3,4,5,12,16,24,36,48}مثال: فرض کنيد 

 را 12الف: مقدم ها و مقدمهای بلافصل 

 را 12ب: تالی ها و تاليهای بلافصل 

چون  نيست 12مقدم بلافصل  2هستند. توجه داريم که  12همه قبل از  4و  3،  2الف: عدد های   حل:

 12و  4يا بين  12و  3بين  Sهستند، چون هيچ عنصری از  12مقدمهای بلافصل  4و  3. ولی 12|4|2

 نيست. 

ی می کنيم اد آورهستند. )ي 12تاليهای  36و  24هستند ، اما فقط  12بعد از  48و  36،  24ب: عدد های 

ی خويش را بالا 16عدد  12را نمی شمارد يا به عبارت ديگر   16 ، 12نمی آيد چون  12بعد از  16که 

فصل لازم پوره تقسيم نمی کند(. می دانيم که برای ست های جزئاً مرتب مقدمهای بلافصل و تاليهای بلا

 نيست که يکتا باشند.   

 (Hasse diagram)دياگرام هاسه 

 ابطه رامربوط به ر دیاگرامیک رابطه ترتیب جزئی می توانیم  در انتقالیو یتوجه به خواص انعکاس با

گرام هاسه به صورت ساده تری رسم کنیم که دیاگرام حاصل دیاگرام ها سه نامیده می شود. برای رسم دیا

 مربوط به یک رابطه ترتیب جزئی مراحل زیررا انجام می دهیم.

 م.را حذف می کنی دارای حلقه هستند تمامی حلقه ها یبه علت خاصیت انعکاسـ چون تمامی رئوس 1

ده اند، به هم وصل کر س متوالی راأانتهای سه ر که ابتدا و است یال هایی را انتقالیـ چون رابطه 2

 .( به هم وصل کرده است(1رادرشکل) {a , b}و ø)مانند یالی که رئوس متناظر با  حذف می کنیم

 که جهت یال ها به یک سمت باشد می توانیم جهت یال هارانیز حذف کنیم.ـ درصورتی 3

د به هم بنابراین می توان نتیجه گرفت که دردیاگرام هاسه فقط رئوسی که سابق یا تالی بلافصل هستن

( به ⊇,Aمرتب جزئی) ست( یعنی 1هاسه مربوط به شکل) توضیحات فوق دیاگرام با وصل می شوند.

                                            صورت زیراست:     
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{a , b}    

 {b}                                                                             {a} 

  

                                                     ø 

             توجه: دیاگرام هاسه فوق یک گراف ساده است.

به صورت عاد کردن  Bراروی   R ورابطه     B={1,2,3,4,,6,8,12,24}: فرض کنید 46 مثال

 رارسم نمایید.  (B,R)درنظر گرفته ودیاگرام هاسه مربوط به مجموعه مرتب جزئی

 24حل: این دیاگرام به صورت زیراست:                    

                                                           12             8 

                                                          6            4 

                                                         3          2 

                                                                 1   

   ≥نسبت به رابطه Aمرتب جزئی باشد به طوری که هردوعضو  ست( یک  ≥,A) هرگاه  4. تعريف 

 یک ترتیب خطی یا (simple order) یک ترتیب ساده را ≥مقایسه پذیر باشند دراین صورت رابطه 

(linear order) یا یک ترتیب کلی  و(total order) وی رA نامیده و (A,≤را )  مرتب  ستیک

 می نامیم. (chain) یک زنجیر یا کلی و

به صورت رابطه عاد کردن درنظر بگیریم   Aروی را  ≥رابطه و A={1,2,3,4}: الف. اگر47مثال 

 مقایسه ناپذیر هستند.  Aدر 4 و 3( یک زنجیر نیست زیرا ≥,Aآن گاه ) 

 یک زنجیراست. (⊇,A)آن گاه  A={ø,{a},{a , b},{a , b , c}}ب. اگر 

مقایسه  {b , c}و {a , b}( یک زنجیر نیست زیرا⊇,Aآن گاه) A={ø,{a},{a , b},{b , c}}پ. اگر  

 □   پذیر نیستند.    

به صورت رابطه عاد کردن در نظر بگیریم آن گاه     Aراروی   Rرابطه و A={1,2,4}: اگر  48  مثال

 (A,R  .یک زنجیر است دیاگرام ها سه متناظر با آن به صورت زیراست ) 

                                                                       4 

                                                                       2 

                                                                       1 
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می نامیم اگر  (maximal) ماکزیمال راعضو a ϵ A( عضوی مانند ≥,A) مرتب جزئی ست. درتعريف

≥a  نباشد به عبارت دیگراگرa  از بعدA هیچ عضوی از  xگاهنآx = a .  

 bقبل ازA می نامیم هرگاه هیچ عضوی از يا  (minimal)می نيمال  راعضو  b ϵ Aعضوی مانند  

≥y به عبارت دیگر اگر نباشد 𝑏 آنگاهy = b  

 است. 24 ماکزیمال وعضو 1 می نیمال ، عضو46: الف. درمثال 49مثال 

 عضوماکزیمال است. 4و عضومی نیمال 1 که یک زنجیر است 48ب. درمثال 

 به (A,R)باشد اولاً دیاگرام ها سه  Aکردن روی  رابطه عاد  Bو A={2,3,4,5,8,12,24,25}پ. اگر 

 صورت زیر است.

                                        25           24 

                                              12           8 

                                        5       3     4  

                                                     2 

  ً  اعضای ماکزیمال هستند. 25و 24اعضای می نیمال و 5و 3، 2 ثانیا

باشد، اولاً دیاگرام هاسه مربوط به     Aکردن روی رابطه عاد Rو  A={2,3,6,12,24,36}ت. فرض کنید

 (A,R :به صورت زیر است ) 

                                    36           24      

                                          12 

                                          6 

                                     3             2 

 ً  اعضای ماکزیمال هستند. 36و 24اعضای می نیمال و 3و 2 ثانیا

  (maximum) ماکزیمم را M ϵ A مرتب جزئی باشد عضو ستیک   (≥,A)هرگاه.  تعريف

A می نامیم هرگاه برای هر x ϵ A داشته باشیمx ≤ M   . همچنین عضوm ϵ A می نیمم  را

(minimum) A می نامیم هرگاه برای هرA  ϵx  داشته باشيم.m≤ 𝒙   

 ومی نيمم درصورت وجود منحصر به فرد هستند. : اعضای ماکزيممتوجه



132 
 

 مرتب جزئی ستيک  ومی نيمم در: اعضای ماکزيمال وماکزيمم، هم چنين اعضای می نيمال يادداشت

ا قابل مقايسه با آن ه دبايست ازهم تميز داده شوند. اگرعضوی ماکزيمم يا می نيمم باشد کليه اعضای  دباي

اما  باشند. البته هرعضو ماکزيمم عضو ماکزيمال نيز هست وهرعضو می نيمم عضو می نيمال نيز هست

 عکس اين موارد الزاماً درست نيست.

به صورت دیاگرام   Aورابطه مرتب جزئی تعریف شده بر روی   A={1,2,3,4} فرض کنيد:  50مثال

 نید.کهای زیرباشند. اعضای ماکزیمال، می نیمال وماکزیمم ومی نیمم را درمورد هر دیاگرام مشخص 

             4                   4                  4      3     2                 3       4 

      3            2           3 

           1                2         1                     1                       2       1       

 )الف(                  )ب(                         )ج(                              )د(

 ماکزيمم است.    عضو 4عضومی نيمم وعدد  1)الف( عدد  حل: درشکل

 ندارد. اعضاي مي نيمال هستند اما عضومي نيمم وجود 2و  1عضو ماكزيمم واعداد  4درشكل )ب( عدد 

 ندارد. اعضاي ماكزيمال هستند اما عضوماكزيمم وجود 4و 2،3عضومي نيمم واعداد 1( عدد جدرشكل )

 اعضاي 2و 1اعضاي ماكزيمال واعداد 4و 3يمم وجودندارد اما( عضوماكزيمم وعضومي ند) درشكل

 مي نيمال هستند. 

را يك  Aدر  α باشد آن گاه عضوي مانند Aسب ست  K( يك ست مرتب جزئي و≥,Aهرگاه )   :تعريف

α 𝑥 داشته باشيم  K ϵxمي ناميم هرگاه براي هرK براي  (upper bound) كران بالا .هرگاه ست  ≥

يا  K برای(least upper bound)  بالا كران هاي بالا داراي مي نيمم باشد آن را كوچك ترين كران

يك  را A از βبه طور مشابه عضو نشان مي دهيم. sup(Kناميده وآن را با ) K (supremum)سوپريمم 

≥ اشيمداشت ب x ϵ k مي ناميم.هرگاه براي هر   Kبراي (lower bound)كران پايين  𝑥 β ست. هرگاه 

يا    k (greatest lower bound)بزرگ ترين كران پايين باشد آن را هكران هاي پايين ماكزيمم داشت

 نشان مي دهيم.  inf (kبا ) ناميده و  k (infimum)اينفيمم

مرتب ست يك  Nرابطه بخش پذيري درنظر بگيريد دراين صورت  اعداد طبيعي با سترا N :51مثال  

 درنظربگيريم يعني 12مجموعه مقسوم عليه هاي  را Dاين رابطه است. هرگاه  باجزئي 

D={1,2,3,4,6,12}  ،يك كران بالا براي  24 دراين صورتD تنها كران پايين 1است وD    .است

برتمام  20ا نيست زير  Dيك كران بالا براي 20هستند اما  Dنيز كران هاي بالايي براي  36و 12اعداد
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 sup(D)=12و  inf(D)=1قرارندارد. داريم  Dبعد از تمام اعضاي  20يا  بخش پذير نيست و Dاعضاي

و...  24، 12تنها كران پايين اين ست واعداد 1دراين صورت  C={3,4,6}  . همچنين هرگاه قراردهيم 

 . □ sup(C)=12و  inf(C)=1كران هاي بالايي براي آن هستند. داريم  

كي يموم يك ست درصورت وجود منحصربه فرد هستند وممكن است يك ست فاقد اينفي : سوپريموم وتوجه

 يا هر دوي آن ها باشد.

 (lattice)شبکه 

)به صورت ست  b و aدو عضودلخواه  درآن هر مي ناميم اگر شبكهرا يك   ≥باترتيب جزئي  Sيك ست 

 با را Sاز  {a , b} سب ست( دارای سوپريموم و انفيموم باشد. بزرگترين کران پايين  {a , b}دوعضوي

a * b  كوچك ترين كران بالاي آن رابا و b a ⊕ .نشان مي دهيم  

inf{a , b} = a * b  حاصل ضرب ورا a ⊕ b  sup{a , b} = راحاصل جمعa  وb .و* مي نامیم 

 يا. و+ نيز نشان مي دهند. ⋃و⋂ ،⋁ و ⋀هاي دیگري مانند سمبولترتیب با به  را ⊕

 sup{a , b} = bآنگاه  ≥b aواگر bو  aبه ازاي هر  زنجير يك شبكه است زيرا : هر 52مثال

 .□   inf{a,b} = aو

وان نشان تبه سادگي مي  يك شبكه است زيرا   Aباشد آنگاه⊇ رابطه  ها با ستكلاس  A: هرگاه 53  مثال

 داريم: A در bو  aست دو دهيد( براي هر )نشان داد

sup{a, b} = a ⋃ b                                                    

inf{a , b}=a ⋂ b                                                     

 ( به صورت زيراست:⊇,Sدياگرام شبكه ) S={a , b}: اگر 54 مثال

                                             {a,b} 

                             {a}                       {b}  

                                                        ∅                                                                                                        

 شبكه هست؟: آيا دياگرام زير نشان دهنده يك 55مثال 

                                4               3 

                                       2 

                                      1 
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 □تعريف نشده است.     sup{3,4}=3⊕4حل: خير، زيرا

 نشان مي دهد؟ يك شبكه را زير دياگرام : آيا 56 مثال

 

                                                        7 

                                                6               5 

                                         4            3                2 

                                                      1 

 مقايسه ناپذيرهستند بنابراين  4 و 3 هستند اما{5,6}  كران هاي پايين 4 و 3 حل: خير، زيرا

inf{5,6}=5⋇6  .وجود ندارد□ 

 داريم: a , b ,c ϵ Sيك شبكه باشد آن گاه براي هر (≥,S). هرگاه قضيه

 a*a=a,                  a ⊕ a=a                                   (Idempotent laws)  تواني خودقوانين  .1

            a*b=b*a,          a ⊕ b = b ⊕ a               (Commutative laws) قوانين جا به جايی .2

 ⊕ a*(b*c)=(a*b)*c,     a⊕(b ⊕ c)=(a   (Associative laws) شركت پذيري قوانين .3

b)⊕c    

  a*(a ⊕ b)=a,         a⊕(a*b)=a                                          (absorption laws)جذبقوانين  .4

        □ 

داشته  S در a , b , c مي ناميم هرگاه به ازاي هر (distributive) توزيع پذير را ≥,S) (شبكه :تعريف

 باشيم:

           a * (b ⊕ c) = (a * b)⊕(a * c) 

 a ⊕ (b*c) = (a ⊕ b)*(a ⊕ c)و          

 )نشان دهيد(. : شبكه هاي داده شده توسط دياگرام هاي زير توزيع پذير هستند57مثال 

                                         c                                         g 

                                b        d                                    f               e 

                                                              a                       d 

 c               b          ) الف(                                                              

     a       )ب(                                                                              
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ذير است پيك شبكه توزيع  (⊇,P(S))باشد آن گاه  غير خالی ست Sهرگاه  53توجه به مثال  : با 58 مثال

سه  و مي دانيم براي هر متناظر مي شوند ⋃و ⋂به ترتيب بااعمال مجموعه اي  Sبر روي  ⊕و *زيرا

 داريم: cو b,a ست

                 a⋂(b⋃c)=(a⋂b)⋃(a⋂c)           

                          a⋃(b⋂c)=(a⋃b)⋂(a⋃c)             و

 شبكه توزيع پذيراست؟ اين دياگرام يك شبكه به صورت زير است.آيا: 59 مثال 

                                                  1 

                                             c    b          a   

                                                     0 

 a*(b⊕c)=a*1=aريم:     ادياگرام دتوجه به  حل: با

 a*b=0,    a*c=0                      اين كه       از اما 

                        0⊕0=0=(a*c)⊕(a*b)بنابراين 

 □لذا شبكه مورد نظر توزيع پذيرنيست.      

 1     : آيا شبكه متناظر با دياگرام زير توزيع پذيراست؟                  60 مثال

                                                                                   b                   c 

                                                                                                          0        a 

                                                                                                           

 a⊕(b*c)=a⊕0=aحل: باتوجه به دياگرام داريم:                          

                               a ⊕ b=1,         a ⊕ c=cازطرفي               

                                                     1*c=c=(a ⊕ c)*(a ⊕ b)       لذا  

 ≠a ⊕ (b*c)                                  (a ⊕ c)*(a ⊕ b)بنابراين        

 □يعني شبكه مورد نظر توزيع پذير نيست.   
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 (sub lattice)سب شبکه 

 سبيك  خود يك شبكه باشد آن را (≥,p)دراين صورت اگر P⊆Sو  يك شبكه باشد (≥,S)هرگاه 

 مي ناميم. (≥,S)بكهش

مرتب  ستيك  (N,R)كردن درنظر بگيريم آنگاه  رابطه عاد را R اعداد طبيعي و ست N: هرگاه  61مثال

 جزئي است. هرگاه تعريف كنيم:

sup{a , b} = lcm(a , b)                                               

inf{a , b} = gcd(a , b)                                                

 gcd (a , b)و bو a (least common multiple) كوچكترين مضرب مشترك lcm(a , b)كه درآن

يك شبكه  )N,R (است آنگاه  bو great) est common divisor)a بزرگ ترين مقسوم عليه مشترك

ك ي( R24D,(خود يك شبكه است لذا  )R24D,(باشد آن گاه  24مقسوم عليه هاي عدد  ست 24D  است. اگر

ه مقسوم علي ست mD و باشد 1عددي بزرگ تراز از mاست. درحالت كلي هرگاه  )N,R(شبكه براي  سب

 سبيك  Rرابطه  با S}=2,3,6{ست است. اما  )N,R(شبكه  سبيك  )Rm D ,(آنگاه  m هاي

 .  □ S∌1و inf{2,3}=1نيست زيرا (N,R)شبكه

 براي تشخيص شبكه هايي كه توزيع پذير نيستند ارائه مي دهد. را قضيه زير راهي

كي يبا  (isomorphic) شبكه اي يكريختسب داراي  رفقط اگ . يك شبكه توزيع پذير نيست اگر وقضيه

 □باشد.    60يا  59از گراف هاي مثال 

 شبكه هاي متناظر با گراف هاي زير توزيع پذير نيستند: 2: با توجه به قضيه   62 مثال 

                                              c                                f            

                                                          f         d         c   d     e 

                                          b                 e      b         

            الف a                       a        ب                                                 

 (bounded lattice)شبکه ی کران دار 

نشان مي دهيم هرگاه  0با علامت يك شبكه باشد اين شبكه داراي كران پايين است وآن را   (≥,S)هرگاه 

≥0داشته باشيم   x ϵ Sبراي هر 𝑥 نشان  1با  . هم چنين شبكه داراي كران بالا ست وآن را 
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1𝑥 شته باشيم دا   x ϵ Sمي دهيم هرگاه براي هر مي ناميم هرگاه  )محدود( يك شبكه را كران دار. ≥

 باشد. 1كران بالاي  و 0 داراي كران پايين

( نشان مي دهيم. يك شبكه كران ,S*, ⊕) يك شبكه باشد معمولاً آن رابا ⊕با * و (≥,S): هرگاه تذكر

 نشان داده مي شود.  (S,*,⊕,0,1با ) دار

 A وكران بالاي ∅داراي كران پايين (⋃,⋂,S)شبكه  S = p(A) و  A = {a , b , c}: اگر 63مثال  

 .    □  A=1و ∅=0است يعني داريم 

است ولي فاقد كران بالا  1معمولي يك شبكه با كران پايين  ≥بارابطه  Nاعداد طبيعي  ست: 64 مثال

 □است.    

A={x│1<𝑥ست: 65 مثال ≤ كران بالاي آن است ولي فاقد  2معمولي يك شبكه است  ≥بارابطه   {2

 □كران پايين است.  

معمولي يك شبكه است ولي كران دار نيست زيرا فاقد  ≥بارابطه  A={x│1<x<2} ست :66 مثال

≥B={x│1 {ست پايين است. اما  و كران هاي بالا 𝑥 ≤  معمولي يك شبكه كران داراست ≥بارابطه  2

 □كران پايين شبكه است.    1كران بالاي آن و 2

كران داراست زيرا مي توان نشان داد  n , . . . , x2 , x1 S = { x{هرشبكه متناهي  توجه:

nx⊕…⊕2x⊕1x كران بالاي آن و nx……**2x*1x  .كران پايين آن است 

 داريم: a ϵ Sبراي هر (S,*,⊕,0,1) : درشبكه كران دارتذكر

         a⊕1=1,   a*1=a,   a⊕0=a,      a*0=0,   0≤ 𝑎 ≤ 1 

 روابط فوق با توجه به تعريف به سادگي قابل اثبات هستند.

 مي ناميم هرگاه  a ϵ Sمكمل عضو  را b ϵ Sعضو  (S,* ,⊕,0 ,1)دار  نشبكه كرا در :تعريف 

a * b = 0  ,    a ⊕ b = 1                                    

 يك شبكه كران دار داريم       : با توجه به اين كه درنكته

                 a ⊕ 1 = 1,        a * 1 = a            

       داريم:   a = 0 باقرار دادن 

0 ⊕ 1 = 1,            0 * 1 = 0 

 است. 0مكمل  1به طور مشابه  است و 1مكمل  0لذا   
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 شبکه مکمل پذير

 حداقل داراي يك مكمل باشد.   a ϵ sناميم هرگاه هرعضو  مكمل پذير را  (≥,S)شبكه كران دار

. A=1 و ∅=0يك شبكه كران داراست كه   (⋃,⋂,S)آنگاه   S=p(A)و A = {a, b, c}: اگر 67 مثال

است ومكمل  {b , c}ست  {a}است به عنوان مثال مكمل   Aمتمم آن عضو نسبت به Sمكمل هرعضواز

{a, b} ست{c}  است. لذا هرعضو S ه داشته داراي مكمل است بنابراين، اين شبكه مكمل پذير است. توج

 □باشيد كه قبلاً نشان داديم شبكه توزيع پذير نيز هست.   

 و مكمل يك عضو درصورت وجود منحصر به فرد نيست. : يك شبكه الزاماً مكمل پذير نيستنكته

مكمل  cهستند اما  dهردو مكمل  eو  b شكل زير گراف متناظر با يك شبكه است دراين شبكه :68 مثال

 .a=1 و  g=0ندارد. دقت كنيد كه داريم 

b  مكملd                                                        است زيرا داريمa 

b ⊕ d=sup{b ,d}=a,  b*d=inf{b , d}=g               d  b                      

 cاست.                                             dنيز مكمل  eبه طور مشابه 

                                                                                  f                     e 

                                                                                           g     

و مكمل پذير رانشان مي دهد اما اين شبكه توزيع  يك شبكه كران دار شبكه زير گراف متناظر با : 69مثال

 1پذيرنيست.                                                    

                                                            b                 c 

                                                                                  a 

                                                                      0 

                                       b ⊕ c=1,        b * c = 0دراين شبكه داريم 

                       b ⊕ a = 1,      b *a = 0 م چنين است. ه bمكمل  cلذا 

 هستند. دراين شبكه داريم  bمكمل  دو هر cو aاست. درنتيجه  bهم مكملي  aبنابراين  

                                                              a⊕(b*c) = a⊕0 = a  

                                            1*c = c = (a ⊕ c)*(a ⊕ b)درحالي كه 

 □بنابراين شبكه توزيع پذيرنيست.         

 است. xنيز مكمل  yباشد آن گاه  yمكمل   xدريك شبكه هرگاه نكته: 
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به  منحصر a ϵ Sيك شبكه مكمل پذير وتوزيع پذير باشد آن گاه مكمل هرعضو (⊕,*,S). هرگاه قضيه 

 نشان مي دهيم.   ′aبا را  aفرد است. مكمل منحصر به فرد

 داريم x = yباشند نشان مي دهيم   aهردومكمل  yو  x. فرض كنيداثبات 

 

⊕(x*y)=0 ⊕(x*y)  x=x*1=x*(a ⊕ y)=(x*a) 

=(y*a)⊕(y*x)=y*(a ⊕ x)=y*1=y       □ 

 ناميم.يك جبربولي مي  مكمل پذير را يك شبكه توزيع پذير و .تعريف 

 مورد بررسي قرار مي گيرد.و کاربرد های آن در دروس آينده  بولي  جبر 

 حل شده مسائل

1)A={ a, b, c ,d }  وB={a , e}  .مطلوب است 

×Aالف.  𝐵           .ب B× 𝐴     . پA× 𝐵     چند عضودارد؟ 

×Aت. تعداد زير مجموعه هاي  𝐵   تعيين كنيد. را 

×A       {(d , e),(d , a),(c , e),(c , a),(b , e),(b , a),(a , e),(a , a)جواب: الف 𝐵 = { 

×B                 {(e , d),(e , c),(e , b),(e , a),(a , d),(a , c),(a , b),(a , a)} =ب.   𝐴 

 82 =256ت.           8 پ.

≥اگر  (2 𝑘 ≤ 3} N,  1 ϵA={2k+1:  k   و  ≤ 16}2xN ,  ϵB={x :x   مطلوب است 

×Aالف.    𝐵    .بB× 𝐴 

 آن  از و  B={1,2,3,4}و  A= {3,5,7}جواب : الف. داريم

={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(7,1),(7,2),(7,3),(7,4)}  A× 𝐵 

×B      {(4,7),(4,5),(4,3),(3,7),(3,5),(3,3),(2,7),(2,5),(2,3),(1,7)),(1,5),(1,3)}ب. 𝐴 = 

 باشد كه به صورت زير تعريف شده است Cرابطه اي روي  B و  C={1,2,3,4,5}فرض كنيد  (3

  R = {(1,2),(1,4), (3,1) ,(3,4),(3,5),(5,1),(5,2),(5,4)}                          

i:درستي يا نادرستي هريك ازاحكام زير رابيان داريد ) 

  5R3   ت.            3R1پ.                 2R5ب.        1R4الف.  
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ii) عنصر هاي هريك ازمجموعه هاي زير را ازC :بيابيد 

𝑥}الف.   ∶ 3𝑅𝑥}                                    .ب{x  : (4,x) ϵR} 

    {x  :  xR5}ت.                               {x  : (x,2) ∉R}پ. 

 ب. نادرست     پ. نادرست          ت.  درستالف. درست        (iجواب: 

ii)  .{3}ت.           {4 , 3 , 2}پ.                    ∅ب.          {5 , 4 , 1}الف 

ها مقسوم يعني تن((، اول است  yنسبت به  x))باشد كه با  A = {2,3,4,5,6}رابطه اي بر  R( فرض كنيد 4

 استاست، تعريف شده  1عدد  yو xعليه مثبت 

R هاي مرتب بنويسيد. جفت اي از ستبه صورت  را 

 جواب: 

R={(2,3),(2,5),(3,2),(3,4),(3,5),(4,3),(4,5),(5,2),(5,3),(5,4),(5,6),(6,5)}             

 درنظر بگيريد: Eوروابط زير را روي   E={1,2,3}( فرض كنيد 5

)}                                                        2,3),(2,2),(3,2),(1,2={(1R 

)}                                                               1,3),(2,3),(1,2= {(2R 

)                                               3,3),(3,2),(2,3),(2,2),(1,1={(3R 

)}                                                                                  1,2(= {4R 

× 𝐸                                                                                      =E5R 

 كدام يك ازروابط فوق انعكاسي هستند؟

 .5R و 3Rجواب :     

وابط كدام يك ازاين ر .، تعريف مي كندNاعداد طبيعي،  ستروي  Rر يك رابطه ( هريك ازعبارت زي6

 متقارن هستند؟

 X + 2y = 10پ.       X + y = 10عاد مي كند.      ب.  را X ،yالف. 

 پس رابطه ) الف( متقارن نيست. R ∌(4,2)اما  ϵ R (2,4)اين كه  جواب: الف. از

 )ب( متقارن است. پس رابطه  b + a = 10داريم   a + b = 10ب. چون از 

≠ (2)2+4زيرا  R ∌ (4,2)اما   10=(4)2+2زيرا  ϵ R (2,4)پ. چون  قسمت پ  در Rپس رابطه   10

 متقارن نيست.
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تقارن م ضدهم  مي تواند هم داراي خاصيت متقارن و Aمانند  غيرخالیاي  ستروي  R( آيا يك رابطه 7

 باشد.

 را درنظر بگيريد. R= {(a , a)  :  aϵ Aجواب: بله رابطه 

 انتقالی Rباشد. آيا  wرابطه اي روي  R={(2,2),(2,3),(1,4),(3,2)} و  W={1,2,3,4}( فرض كنيد 8

 است؟

 .R∌ (3,3)اما   ϵR(2,3) و ϵR (3,2)جواب : خير، زيرا  

ازاين  ، تعريف مي كند. كدام يكNاعداد طبيعي،  ستروي  Rی  ( هركدام ازعبارت هاي زير يك رابطه9

 است؟ انتقالیروابط 

 X + 2y = 5ب.                     X + y = 10الف. 

 و R ∌(2,2)اما  ϵ R(8,2)و  ϵ R (2,8)نيست. درالف داريم  انتقالیروابط الف وب  جواب: هيچ كدام از

 .R ∌ (3,2)اما  ϵ R (1,2)  و ϵ R (1,3)و ϵ R (3,1))ب( داريم  براي

 تمرينات 

 BxAو  AxBو  BxBو  AxAباشد مطلوبست  B={2, 4}و  A={1, 3, 5}اگر :  1سوال 

  BxAو  AxBمطلوبست محاسبه ی  B={2, 4, 6}و  A={a, b, c}اگر  : 2سوال 

 را به صورت 3Aرا بيابيد. )می توان  3Aو  2Aباشد، در اين صورت  A}=1 ,2{فرض کنيم :  3سوال 

xA2A )در نظر گرفت 

 ، در اين صورت: C={c, d}و  A={1, 2}  ،B={a, b, c}گيريم که :  4سوال 

 را بيابيد. Ax(B∩C)و ب :  (AxC)∩ (AxB)الف : 

 ، در اين صورت: c={3, 2}و  A={a, b}  ،B={1, 2}گيريم که :  5سوال 

  را بيابيد. Ax(B∪C)، ب:  (AxC)∪ (AxB)الف: 

 ستها باشند، ثبوت نماييد که: Dو  A  ،B  ،Cفرض کنيم :  6سوال 

 Ax(B∪C) = (AxB) ∪ (AxC)الف : 

   Ax(B∩C) = (AxB) ∩(AxC)    :ب 
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  x (B∩D) (A∩C) = (CxD) ∩ (AxB) ج :

  x (B∪D) (A∪C) ⊇ (CxD) ∪ (AxB) د :

 B در Aاز  R={(2, 1),(4,1),(6,7)}و رابطه ی  B={1, 9, 7}و  A={2, 4, 6, 8}هرگاه :  7سوال 

 تعريف شده باشد، در اين صورت ناحيه ی تعريف و برد رابطه را به دست آريد.

 باشد که با  B={x, y, z}به  A={1,2,3,4}رابطه ی از  Rگيريم :  8سوال 

R={(1, y),(1, z),(3, y),(4, x),(4, z) 

 تعريف شده است.

 را تعيين کنيد. Rالف: ناحيه ی تعريف و ناحيه مقادير 

 را بيابيد. Rاز   R-1وس ب: رابطه ی معک

ک از ، باشد. هر ي y، به ست کشورها،  xرابطه ی "واقع در" از ست شهرها،  Rگيريم که :  9سوال 

 رابطه های زير را در قالب کلمات بيان و مشخص کنيد که بيانيه درست است يا نادرست.

 )ايتاليا، مسکو(  Rب:        )فرانسه، پاريس(  Rالف: 

 )انگلستان، لندن(  R)کانادا، واشينگتن(       د:   Rج: 

 الف: پاريس واقع در فرانسه است.

 ب: مسکو واقع در ايتاليا است.

 ج: واشينگتن واقع در کانادا است.

 د: لندن واقع در انگلستان است.

ر مجاو xرابطه ی ))مجاور است با(( در ست کشور های جهان باشد. )کشور  Rگيريم که :  10سوال 

اگر آنها مرز مشترک داشته باشند.( هر يک از رابطه های زير را در قالب بيان مشخص  yاست با کشور 

 نماييد که کدام بيانيه درست يا نادرست است.

 )مکزيک و کانادا(   R)اسپانيا و فرانسه(                            ب:   R الف: 

 )لهستان و آلمان( ∌ R(                                 د: )ژاپن و چين R ∌  :   ج

قيق را در نظر گرفته و خصوصيت متقارن بودن را در روابط ذيل تح A={2, 4, 6, 8}ست :  11سوال 

 نماييد.

 1R)}=2 ,4),(6 ,2),(4 ,2),(2 ,6),(8,8(الف : 
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 2R)}=2 ,4),(4,2),(8,6{(ب : 

 3R)}=2 ,2),(4 ,4),(6 ,6),(88,( ج : 

 خاصيت تقارنی ندارد. ℝتوسط مثالی نشان دهيد که رابطه ی کوچکتر يا مساوی در  : 12سوال 

نی خاصيت تقار) (ℕنشان دهيد که رابطه ی بخش پذيری در ست اعداد طبيعی  مثالی توسط:  13سوال 

 نيست.

 R={(2, 5),(5, 2),(2, 2)مفروض است ، نشان دهيد که رابطه ی  A={2, 5, 6, 7}ست : 14سوال 

 انتقالی نيست.

 باشد. باشد، نشان دهيد که رابطه ی ذيل خاصيت ضد تقارنی را دارا می A={2, 4, 6}اگر :  15سوال 

)4,4),(2, 2= {(1R 

 می باشد.نشان دهيد که رابطه ی ذيل خاصيت ضد تقارنی را دارا ن باشد، A={2, 4, 6}اگر   : 16سوال 

   1R )} =2 ,4),(4 ,2{(الف : 

 به صورت ذيل تعريف شده است، نشان دهيد که اين رابطه خاصيت ضد ℝروی  Rرابط ی :  17سوال 

 تقارنی دارد.

2x+3y=5 ⇔, xRy ℝ  ∈x,y ∀ 

 انعکاسی دارد. خاصيت ℕ )   (نشان دهيد که رابط ی بخش پذيری در ست اعداد طبيعی:  18سوال 

 تعريف شده است دارای خاصيت تقارنی است.  Zنشان دهيد رابطه ی زير که روی :  19سوال 

∀x,y ∈ Z  ,  xRy ⇔ x – y = 4k  (k ∈ Z)  

 A={1, 2, 3}يک رابطه ی هم ارزی در  R. آيا  R={(1, 1),(1, 3),(3, 1),(3, 3)گيريم :  20سوال 

 چطور؟ = B {3 ,1}است؟ در 

 را در نظر گرفته و R = {(a,b)|a≤b}رابطه ی ترتيب جزيی  A = {1,2,3,4}روی ست :  21سوال 

 دياگرام آن را به دياگرام هاس تبديل کيند.

 با رابطه ی ترتيب جزيی  A = {1,2,3,4,5}فرض کنيم :  22سوال 

R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,5),(5,2),(1,2),(4,5),(4,2) 

 باشد، دياگرام هاس اين ست مرتب جزيی را بيابيد.
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اگرام رابطه ی عاد کردن ، آنگاه دي Rباشد و  30ست مقسوم عليه های مثبت عدد  30D اگر:  23سوال 

 هاس اين ست مرتب را رسم نماييد.

 را رسم نماييد. (⊇,p(A))باشد، آنگاه دياگرام هاس  A={a,b,c}اگر :  24سوال 

 س ها رابطه ی عاد کردن را در هر يک از ست های زير در نظر گرفته و از روی دياگرام: 25سوال 

 آن ها ، عناصر مينيمال ، ماکسيمال ، مينيمم و ماکسيمم را بيابيد.

 B = {2,3,4,12}ب(   =A {2,4,6,8}الف( 

با رابطه ی بخش پذيری مرتب شده باشد. عناصر  S = {2,4,6,12,20}فرض می کنيم : 26سوال 

 را پيدا کنيد. Sماکسيمال و مينيمال 

ال و با رابطه ی بخش پذيری مرتب شده باشد. عناصر ماکسيم T = {2,3,4,16}فرض کنيد  : 27سوال 

 را پيدا کنيد. Tمينمال 

م با رابطه ی بخش پذيری مرتب شده باشد. برای کدا= S  {3,6,9,12,18}فرض کنيم ست  : 28سوال

 ست کران های بالای ست است؟ S  ،{6,12,18}سب ست های 

 ست کران پايين است؟ {3,6}،  30در مثال  Sبرای کدام سب ست های :  29سوال 

( تعيين کنيد که هر يک از ست های زير نسبت به رابطه ی بخش پذيری يک مشبکه)شبکه:  30سوال 

  B = {1,2,3,9,18}و  A = {2,3,4,12}است يا نيست: 

 يست:نتعيين کنيد که هر يک از ست های زير نسبت به رابطه ی بخش پذيری مشبکه است يا :  31سوال 

C = {1,3,4,9}  وD = {1,2,3,9,18} 
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 چهارمفصل 

 جبربول و کاربرد های آن

 مقدمه

ت. اين عملکرد دو تايی وابسته اسبه دودراين فصل يک دستگاه جبری را معرفی می کنيم که ساختارآن 

تر ازآن دستگاه جبری به افتخار رياضی دان انگليسی جرج بول، جبربول ناميده می شود. درجبربول بيش

ل يک جرج بو 1854ساختار مجرد دستگاه توجه شود به ماهيت کاربردی آن تکيه می شود. درسال که به

رسال که امروزه جبربولی ناميده می شود. د دستگاه جبری را براساس منطق رياضی بسط و توسعه داد

ل وابسته وبکلود شانون توابع کليدی را معرفی نمود و نشان داد که ساختار اين توابع به کارهای  1983

اربردی است. اين ارتباط نشان می دهد که چگونه يک مفهوم مجرد رياضی درقرن نوزدهم به يک مفهوم ک

 درقرن بيستم تبديل شد

  اين فصل به معرفی جبربولی، خواص جبربولی، عمليات روی يک جبربولی پرداخته و سپس، در 

رينات زياد ها ی کارنو را با مثال ها و تمتوابع بولی ، دريچه های منطقی ، مدار های منطقی و نقشه  

 مورد بحث و بررسی قرار می دهيم.

 جبربولي

 و ”‘ مكمل گيري  ”و ” ضرب.”،  ”+جمع  ”ست خالی  است که روی آن سه عملگر  Bفرض کنيد 

ر هرا يك جبربولي مي ناميم كه اگر برای  Bتعريف شده است. در اين صورت  1 و 0عناصر متمايز 

  .شرايط زير صدق كند Bاز ست  cو  a  ،bعضو دلخواه 

 :a,bϵ B(خاصيت تبديلی يا جابه جايي: براي هر1

    a.b=b.a ب.                     a+b=b+aالف. 

 a,b,cϵ B خاصيت شركت پذيري: براي هر 2)

 c=a+(b+c)+(a+b)الف. 

     c=a. (b.c) .(a.b)ب(

  a,b,cϵ R( خاصيت توزيع پذيري: براي هر3

   a+(b.c)=(a+b).(a+c)  الف. 

      a.(b+c)=(a.b)+(a.c)ب. 
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 aϵ B( خاصيت عينيت يا هماني: براي هر 4

    a.1=aب.                     a+0=aالف. 

 وجود دارد به طور كه : a′ϵ Bيك   a ϵ B( خاصيت مكمل سازي: براي هر5

   a.a′ =0 ب.                         a+a′ =1الف. 

مك اين كخواص پنج گانه فوق در يك جبربولي را اصل مي ناميم و ساير روابط در يك جبر بولي ر ابه 

 اصول به دست مي آوريم.

 نشان مي دهيم.  xyرا با نماد  x.y: الف. معمولاً توجه 

 راعضو عينيت ضرب مي ناميم. 1را عضو عينيت جمع و  0يك جبربولي  ب.  در

نشان  Bود خيا به طور خلاصه با  و  (′ , . , +;B)رابه صورت    “ ’، .،   ”+اعمال با  Bپ. جبربولي

 مي دهيم.

ا وعمل كلاس ست ها و اعمال جمع وضرب را به ترتيب با اجتماع واشتراك ست ه را Bهرگاه  : 1مثال 

ر درنظ 1و  0را به عنوان عناصر متمايز  Uومرجع  ∅درنظر گرفته وست خالی مكمل گيري ست ها 

 داريم: A,B,Cϵ Bاعمال يك جبر بولي است. زيرا براي  اين با  Bبگيريم، دراين صورت

1.AUB=BUA ,  A⋂B=B⋂A                    

2.                                                                 (AUB)UC=AU(BUC), (A⋂B)⋂C=A⋂(B⋂C )       

3.  AU(B⋂C)=(AUB)⋂(AUB)  ,A⋂(BUC)=(A⋂B)U(A⋂C)             

4.AU∅=A  ,  A⋂U=A                  

5.AUA′ =U   , A⋂A′=∅             

 ناميده  بولي ست ها جبربا اعمال فوق  Bاست.  Uبت به ست مرجع ، نسAمكمل ست   ′Aكه در آن

 □مي شود.  

 و اعمال جمع+ و ضرب. را به صورت زير تعريف كنيم: B={0, 1}اگر  :2مثال 
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                        1       0                            .1        0          + 

                        0       0       0                    1        0           0 

                       1       0       1                    1        1            1 

 همچنين عمل مكمل گيري رابه صورت:

        0′=1                                           ،  1′ =0 

 □با اين اعمال يك جبر بولي است.     Bتعريف كنيم، دراين صورت

وعاطف  ⋁را ست بيانيه ها و اعمال جمع و ضرب را به ترتيب با اعمال منطقي فاصل Bهرگاه   :3مثال 

را به  T( بيانيه ها تعريف و بيانيه هميشه راست~وهم چنين عمل مكمل گيري را با عمل نقيض گيري)  ⋀

با اين اعمال يك  Bدر نظر بگيريم در اين صورت  0را به عنوان  Fهميشه دروغ  بيانيهو  1عنوان 

 داريم: p,q,r ϵ Bهاي  بيانيهجبربولي است، زيرا براي 

1.p⋁q=q⋁p , p⋀q=q⋀p                                                                            

2.(p⋁p) ⋁r=p⋁ (q⋁r)  ,  (p⋀q)⋀r=p⋀(q⋀r)                                          

3. p⋁(q⋀r)=(p⋁q)⋀(p⋁r ),    p⋀(q⋁r)=(p⋀q)⋁(p⋀r)                    

4. p⋁F=p      , p⋀T=p                                                                                  

5  p⋁(~𝑝) = 𝑇     , 𝑝⋀(~𝑝) = 𝐹                                                               .  

 □ناميده مي شود.  جبربولي بيانيه هااعمال بيان شده  با Bاست.p    ( نقيض بيانيه𝑃~كه درآن )

به . ، .  ( هرگاه عبارتي ازعناصر يك جبربولي داده شده باشد، عبارتي راكه از تعويض+ دوگاني: )تعريف 

 حاصل مي شود دوگان عبارت داده شده مي ناميم. 1به  0وتعويض  0به  1به + وهم چنين تعويض 

 و دوگان عبارت  aa′=0عبارت است از  a+a′=1دوگان  : 4 مثال

          (1+a)(b+0)=b  

 □        b=(b1)+(0a)عبارت است از:           

 قضيه نيز يك قضيه است.يك جبربولي ، دوگان هر  . دراصل دوگاني

يك جبر بولي وجود دارد،  به منظور نشان دادن به كارگيري اصل دوگاني وهم چنين ساير روابطي كه در

 نام دارد، درنظر بگيريد: خود توانيكه قانون  قانون زير را

x=xx                       ,                      x=x+x                                                 
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ذيريم، زيرا پتوجه كنيد كه هر كدام از روابط بالا دوگان ديگري است. اين قوانين رابه عنوان اصول نمي 

د؛ درتمام اين اين روابط مي توانند ازاصول پنج گانه بيان شده به دست آيند. قضاياي زير رادر نظر بگيري

 ( يك جبر بولي است. ( ′ , . ,+;Bقضايا

 : xϵ Bبراي هر  تواني(د قضيه:)خو 

  x=x+xب.                     x=xx الف.

 اثبات: الف.

                                           xx=xx+0)بنابر خاصيت هماني(

            ′xx+xx=خاصيت مكمل سازي(                    ربناب (

                          x(x+x′)=خاصيت توزيع پذيري(       ربناب (

 x.1=                              خاصيت مكمل سازي(            ربناب (

                                     x=خاصيت عضو هماني(          ربناب (

 . xx=xبنابراين: 

ا استفاده ببا اين كه با استفاده از اصل دوگاني قسمت )ب( اثبات مي شود. اما به طور جدا گانه و  ب.

 ازاصول پنج گانه قسمت)ب( را نيز مي توان اثبات نمود.

 x+x=(x+x).1)بنابر خاصيت هماني(            

  (′x+x).(x+x)= خاصيت مكمل سازي(  ربناب (

          ′x+x.x=خاصيت توزيع پذيري( ربناب (

       x+0=خاصيت مكمل سازي(        ربناب (

          x=خاصيت عضوهماني(        ربناب (

 .                            x+x=xبنابراين 

ر دهيم، هرگاه اثبات قسمت هاي )الف( و )ب( درقضيه فوق را به طور جدا گانه مورد بررسي قرا توجه:

رفته اند، گله از اثبات قسمت هاي "الف" و"ب" روابطي كه مورد استفاده قرار مشاهده مي كنيم درهر مرح

 دوگان يكديگر هستند.

 قانون خود تواني در مورد جبر بولي ست ها وجبر بولي بيانيه ها به صورت زيراست: :5مثال

 AUA=A    ,A⋂A=A                                                           الف:      

  p⋁p=p  , p⋀p=p    □                                           ها بيانيهب: براي 
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ضيه و درقضاياي زير، تنها يك قسمت از قضيه اثبات مي شود و قسمت دوم با استفاده از قسمت اول ق

 اصل دوگاني قابل اثبات خواهد بود.

  x ϵ Bبراي هر  تسلط:  قضيه

   X. 0 = 0  ب.                    x+1 = 1  .الف

 اثبات: الف. 

 x+1=(x+1) .1)بنابرخاصيت عضوهماني(                     

      (′x+x). (x+1)=خاصيت مكمل سازي(               ربناب (

                  (x+1). (′x+x)=خاصيت جابه جايي(       ربناب (

                     x+(x′ . 1)=خاصيت توزيع پذيري(       )بنابر

              ′x+x=       خاصيت عضو هماني(          )بنابر

       1=خاصيت مكمل سازي(                     )بنابر

 □با استفاده ازقسمت"  الف " وبنابر اصل دوگاني قسمت " ب" به سادگي اثبات مي شود.   ب.

 قانون تسلط براي جبربولي ست ها وجبربولي بيانيه ها به صورت زير است: :6مثال  

 A ⋂ ∅ = ∅ A ⋃ U = U  ,   براي ست ها:       الف(

          □                         p ⋁ T = T   ,   P ⋀ F = F   براي بيانيه ها:     ب(

 وجود دارد  كه  x′ ϵ Bتنها يك   x ϵ B : براي هر قضيه  يكتايي مكمل

      x+x′ = 1    ,   x. x′ = 0  

 : طوري كه  وجود دارند بهw ,z ϵ B فرض كنيد دوعضو  اثبات:

xz  =  0     ,    x +z  =1   

  xw = 0      ,    x+w  =1               و

 هستند. چون : xمكمل هاي  z و wيعني  

 z = z +0      )بنابرخاصيت عضو هماني(          

                                xw = 0 ) = z+xwبنابر  (

 (z+w). (z+x)=)بنابرخاصيت توزيع پذيري(       
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 x+z = 1                        )=1. (z+w)بنابر  (

            z+w=خاصيت هماني(               بنابر(

 خواهيم داشت: wهمچنين با عملياتي مشابه براي 

  w=w+0        يت هماني(           )بنابرخاص 

                           xz = 0         )=w+xzبنابر(

  (w+z) . (w+x)=خاصيت توزيع پذيري(  بنابر(

 1. (w+z)=                    (      w+x  =1)بنابر 

 w+z=                 بنابر خاصيت هماني(        (

 z = z + w = w +z = wبنابراين :   

 نشان مي دهيم.  ′ xرا با   xما اين مكمل يكتاي  واقع يكي هستند و در xمكمل  نتيجه دو در

 داريم:  x ϵ Bبراي  قضيه مكمل مكمل :

         (x′)′ = x    

 جابه جايي داريم:  اصول مكمل سازي و بنابر اثبات :

                                  X . x′  = x′ . x = 0 

                                        x+ x′ = x′ +x =1   و

 است ، به عبارت ديگر ′x مكمل يكتاي  xبنابر اين 

     x = ( x′)′                             □ 

 داريم:  x,y ϵ B  براي قضيه جذب:

  .    x . (x+y) = x       ب                              x + (x .y) = xالف.  

 اثبات: الف.  

  x+(xy) = x. 1+ xyخاصيت عضوهماني(    )بنابر         

             x (1+y )=خاصيت توزيع پذيري(   )بنابر        

 x .1=                 خاصيت تسلط(              )بنابر        

                            x=خاصيت هماني(        )بنابر        
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 .  x + xy = xبنابراين: 

 □      x .(x+y) = xقسمت" الف" به سادگي اثبات مي شود كه  اصل دوگاني و بنابر ب.

 بولي ست ها و جبربولي بيانيه ها به صورت زير است: قوانين جذب براي جبر :7مثال

 براي ست ها:  الف.

              A⋃(A⋂B)=A   ,   A⋂(A⋃B)=A  

 براي بيانيه ها : ب.

              □   P ⋁ (p ⋀ r) = p    ,    p ⋀ (p ⋁ r) = p  

 داريم:x , y ϵ B براي  : )قوانين دمورگان(  قضيه

  ′x′+y  = ′ (xy) ب.                      ′x′y= ′(x +y) الف. 

 يكتايي مكمل، كافي است نشان دهيم بنابر اثبات : الف.

          (x+y) + x′y′  =1        و      (x+y) .x′ y′ = 0                

 داريم:   x′y′ =0 . (x+y)است. به منظور نشان دادن   x+yمكمل  ′x′yيعني نشان دهيم 

         (x+y) x′y′ = x′y′ (x+y)= x′y′x +x′y′y                                      

=x′xy′ + x′. 0                                                                                            

=0 . y′+ 0 = 0                                                                                           

                                       x′y′ =(x+y+x′) . (x+y+y′)+(x+y)همچنين: 

 =(x+x′+y) . (x+1) =(1+y) . 1=1+y=1                                           

                                                                                ′x′y= ′(x+y)بنابراين: 

 □قسمت " الف" به سادگي قسمت " ب" اثبات مي شود.    اصل دوگاني و استفاده از با ب.

 قوانين دمورگان براي جبر بولي ست ها وجبر بولي بيانيه ها به صورت زير است: :8مثال  

 براي ست ها: الف. 

  (A⋃B)′ =A′ ⋂ B′      ,       (A⋂B)′ =A′⋃ B′  

 براي بيانيه ها: ب.

p⋁q) = (~𝑝)⋀(~𝑞) ,   ~(𝑝⋀𝑞) = (~𝑝)⋁(~𝑞) □ ~( 

راي اين بااستفاده از قضاياي بالا مي توان خواص) قضاياي( ديگري از يك جبربولي را اثبات نمود، ب

 منظور به ذكر چند مثال مي پردازيم.
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  1 =  ′0 نشان دهيد  :9مثال  

 1 = ′0 + 0 = 0+′0 = ′0حل:    

  0 =  ′1.                  □هم چنين بنابر خاصيت دوگاني داريم  

    x=′(x′y)(x+z)(x+y)نشان دهيد   :10مثال 

 حل: 

                     ′(x′y) (x+yz)= ′(x′y)(x+z)(x+y))خاصيت توزيع پذيري(  

                                (′x+y)(x+yz)=مكمل مكمل(        دمورگان و نقانو (

                                                                   ′x+(yz)y=          پذيري(  عتوزي (

                                                                 x+y′(yz)=به جايي(       اج (

                                                      x+(y′y)z=پذيري(            تشرك (

                                                          x+ 0z=سازي(              لمكم (

                                                   x + 0 =x=هماني(           تخاصي (

   xy  = xدراين صورت    xy′ = 0نشان دهيد هرگاه  :11مثال 

 xy = xy+ 0             )خاصيت هماني(                                    حل:

                     ′xy + xy=                        )طبق فرض مسالًه(                                    

                             x(y +y′)=     )توزيع پذيري(                                 

                       x .1=x=         سازي وهماني( )مكمل                                

□ 

 سه عضو وجود ندارد. مثال زير نشان ميدهد كه يك جبربولي با

 لي باشد.نمي تواند يك جبربو  (′, . , +;B)داراي سه عضوباشد، آنگاه  B: نشا ن دهيد هرگاه  21مثال

مكمل  1و 0باشد، زيرا  1يا  0نمي تواند   ′xيعني   xباشد، مكمل  B={0 ,1 ,x}بايد به صورت  B حل:

 ، امكان دارد. دراين صورت: ′x = xهاي يكتاي يكديگرند، بنابراين فقط حالت 

                           x = xx = xx′ = 0  

                داراي سه عضو است)اعضاي آن متمايزند( لذا  Bاين امكان پذير نيست چون  و  x = 0بنابراين 

(B; + ,.,′    .نمي تواند يك جبر بولي باشد )□ 
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 مجموعه مسائل 

1) 30D  درنظر بگيريد، يعني 30را ست مقسوم عليه هاي 

           }1,2,3,5,6,10,15,30= { 30D 

 تعريف مي كنيم:به صورت زير  را  ′و   ⋇مكمل گيري يا + و  ضرب و جمع و

   30D ϵa,b براي

  a⋇b =gcd(a,b))بزرگترين مقسوم عليه مشترك(   

 a+b =1cm (a,b))كوچكترين مضرب مشترك(     

a′  = 30 /a                                                      

 

 بااعمال فوق يك جبربولي است. مطلوب است: 30D دراين صورت نشان دهيد 

 5⋇( 2+15) ب. محاسبه عبارت                        30 و 15 و 3.مكمل الف 

 .اين جبربولي 1 و 0. ج

 30 و 1. ج               5ب.                    1و 2، 10جواب: الف. 

ده شضرب تعريف  نظر بگيريد باهمان جمع و در 70مقسوم عليه هاي  ست را 70D له قبلأمانند مس (2

ت . مقدار هريك ازعبارت هاي زير را به دسa′ =70 /aعمل مكمل گيري  به صورت  و 1له أمس در

 آوريد.

 ′14+ (10⋇35)ب .                            ′(7+2)⋇ 35الف.  

  ′(10⋇14) ⋇ (7+2) ج. 

 7. ج                           5ب.             5 .جواب: الف

 اعضاي يك جبربولي باشند نشان دهيد zو yو X( هرگاه 3

                                ((x+y)′  (xz)′) ′ +yz = x+y  

 عبارات وتوابع بولي 

هدف اصلي اين بخش معرفي آن دسته از اصطلاحات و ايده هاي رياضي است، كه در به كارگيري روش 

 رد استفاده قرار مي گيرند.هاي جبر بولي در طراحي و تجزيه و تحليل مدار هاي منطقي مو
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جبر  كه نمايانگر عضوغير مشخصی از يك ,z, y, x …متغير بولي حرف يا نمادي است مانند  تعريف: 

 بولي است وآن را به اختصار متغير مي ناميم.

 رابه صورت بازگشتي زير تعريف مي كنيم: nx,…,  1xمتغير  nيك عبارت بولي با  تعريف:

 هستند. nx…,,  1xعبارت هاي بولي از  n, ..., x1xو  1،  0هاي  الف: نماد

نيز  E′1و  E1,E 2E1E+2 باشند دراين صورت  nx…, ,1xعبارت هاي بولي از   2Eو 1Eب. هرگاه 

 عبارت هاي بولي هستند.

 هستند: x,y,zعبارت هاي زير، چهار عبارت بولي ازمتغير هاي  :13مثال

(x+ y) . (x′+z) .1 

(x′ .z) + (x′.y) +z′  

X+y 

Z 

ك متغير ي و سه متغير هستند، درحالي كه دوعبارت آخر به ترتيب شامل دو متغير دوعبارت اول شامل هر

 هستند.

 متغيره است.  nيك عبارت بولي  عبارت زير :14مثال 

                   )nx…2x̒1)+(xnx…2x 1́x̒)+ (nx…2,x1x( 

                                                                                 nمرتبه 

تايی های  nمجموعه تمام  XA…AXAX يا nAست ای ناتهی باشد، منظور از  Aفرض کنيد  تعريف:

 يعنی i برای هر  Aϵ iaاست به طوری که  )na…, , 2, a1a(مرتب 

≤ 𝑖 ≤ 𝑛}A ,  1ϵ i) : an, …,a1= {(a nA 

 

 

 عبارت است از:  3Bاين صورت  در B}=0,1{هرگاه  :51 مثال

B3 = {(b1, b2, b3) : biϵ{0 , 1} ,    i=1,2,3,}                                                              
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 3B)}=0,0,0) ), (0,0,1) , (0,1,0), (1,0,0),(0,1,1) ,(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1{(يا   و 

 يک يرزاين صورت تابع  باشد، در Bبولی  متغير ازمتغيرهای جبر  nيک عبارت بولی   fهرگاه تعريف:

 تعريف می کند را تابع بولی

                                                     →B nf : B  

 می ناميم.  Bمتغيره روی  nتابعی  آن را نشان داده و n,x… , 1f(x( به صورت  را fمعمولاً 

 تابع کليدی نيز می ناميم. تابع بولی را :تذکر

 با ضابطه: B→ 3f : Bاين صورت تابع  در B } =0,1{هرگاه  :16 مثال 

                                                   F(x ,y,z)= x̒z+x̒y+z̒ 

 يک تابع بولی است.

بر بولی متغيره( ازثابت ها ومتغير های ج nبطور غير رسمی توابع بولی، به صورت چند جمله ای های )

 ومکمل های آن ها نوشته می شوند. مانند:

a̒ + xy  ,  ax + bx̒y + xy̒z  ,axy̒+ bxy̒                                           

چند جمله  مقايسه با متغير های يک جبر بولی هستند. توجه کنيد که در  zو y ,xثابت و bو aکه درآن ها 

لی، توان هيچ به دليل قانون خود توانی درجبربو و 1 و 0ای ها، تنها ثابت ها درتوابع بولی عبارتند از 

 متغيری دريک تابع بولی نمی تواند بيشتر ازيک باشد.

ساير خواص يک جبربولی، برای يک تابع بولی يک  به علت وجود قوانين دمورگان، جذب و توجه:

ای توابع شکل متعارفی بر اين حال ميتوان يک شکل استاندارد يا د. باعبارت منحصر به فرد وجود ندار

 بولی تعريف نمود.

 باشد، آن گاه  Bتابعی يک متغيره روی f بولی و يک جبر Bهرگاه  قضيه:

f(x) = f(1) x+f(0)x̒                                                                  

 روابط زير برقرار است:جبربولی  هر اثبات: در

(a)                  a = ax + ax̒  

(b) x = 1.x + 0.x̒                  

(c) x̒=0.x+1.x̒                      

 حالت های زير ممکن است: fبرای تابع بولی 
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 داشته باشيم: xϵ B تابعی ثابت باشد به عبارت ديگر برای هر  fهرگاه  الف.

f(x) =k                                                       

 داريم: (a)دراين صورت با توجه به رابطه  

 K = kx + kx̒                                                

                                   f(x) = f(1)x+f(0)x̒          يا  و

 داشته باشيم: xϵB هرگاه برای هر  ب.

f(x)=x                                                      

 داريم: (b)دراين صورت بنابر 

 X = 1.x + 0.x̒                                                

                           f(x) = f(1)x + f(0)x̒ويا        

 :شته باشيماد  xϵBهرگاه برای هر .پ

f(x) = x̒                                                       

 داريم: (c)دراين صورت بنابر 

  X̒ = 0.x + 1.x ̒                                                 

                                                               f(x) = f(1)x+ f(0) x̒يا  و

 .  f(0) = 0’ = 1و  f(1) = 1̒’ = 0زيرا                       

 داشته باشيم xϵBبوده وبرای هر  x̒و  xبه شکل ترکيبی از gو  hفرض کنيد توابع .ت

f(x) =h(x) +g(x)                                              

 بنابرقسمت های قبل داريم:

h(x) =h(1)x + h(0)x̒ 

g(x)=g(1)x +g(0)x̒ 

  واز آنجا
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h(x) +g(x) =h(1)x+h(0)x̒ +g(1)x+g(0)x̒ 

       h(1)x+g(1)x+h(0)x̒+g(0)x̒=)جابجايی(

          =      x+(h(0)+g(0))x̒(h(1) +g(1)))توزيع پذيری(

=f(1)x +f(0) x̒ 

 f(x)=f(1)x+f(0)x̒                     بنابراين

 داشته باشيم:   xϵBتوابع تعريف شده درقسمت ت باشند وبرای هر gو  hهرگاه .ث

f(x)=h(x)g(x)                                                               

 دراين صورت:

h(x)g(x) =(h(1)x+h(0)x̒)(g(1)x+g(0)x̒) 

=h(1)x(g(1)x+g(0)x̒)+h(0)x(̒g(1)x +g(0)x’) 

=h(1)xg(1)x+h(1)xg(0)x̒+h(0)xg̒(1)x+h(0)x̒g(0)x̒ 

 داريم:   x .x̒ =0اين که  خود توانی و خواص جابه جايی و بنابر

f(x)=h(x)g(x)=h(1)g(1)x+h(0)g(0)x̒ 

=f(1)x+f(0)x̒ 

 داريم: f(x) بنابراين برای تابع يک متغيره

f (x) = (1)x + f(0)x̒             □ 

 باشد، دراين صورت Bروی جبربولی   2xو 1xيک تابع دومتغيره از  fهرگاه  :1نتيجه

2x́1x́f(0,0)+2x1x́f(0 ,1)+2x́1+f(1,0)x2x1)=f(1,1)x2, x1f(x 

 استفاده از يکی از قضايای قبلی خواهيم داشت: و 2xفرض ثابت بودن  ابتدا با اثبات:

)a(            1x́)2+f(0, x1)x2)=f(1,x2,x1f(x 

 داشت:استفاده ازقضيه قبلی خواهيم  مجدداً با

b(       2x́f(1,0) =2)=f(1,1)x2f(1,x 

c(         2x́f(0,0)+2f(0,x2)=f(0,1)x 

 ( داريم:a) ( درc( و)b) جای گذاری با

2x́1x́f(0,0)+2x1x́f(0,1)+2x́1+f(1,0)x2x1)=f(1,1)x2,x1f(x 
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عارفی يک متشکل  آن را فوق و نتيجه  قضيه   دومتغيره در شکل های نوشته شده برای توابع يک متغيره و

 متغيره شکل متعارفی ذيلاً معرفی می شود. nبرای يک تابع  تابع بولی می ناميم و

با روند  روندی مشابه روش استقراری رياضی و استفاده از : بامتغيره nشکل متعارفی توابع   :2نتيجه 

 باشد  Bی روی جبربول  nx…,,2,x1x  متغيره از n يک تابع بولی f، هرگاه 1نتيجه  اثبات به کاررفته در

 .به صورت زير بيان می شود fآ ن گاه شکل متعارفی 

ennx…e22xe11xen …  e1e2f ⅀=)nx,…,2,x 1f(x 

 و  ie 1= يا   ie 0 =  داريم :   ,n…,i=1 آن برای  که در 

)n,….,e2,e1=f(e e1e2…enf 

}همچنين                      اگر
𝑥i    ,     𝑒i = 1 
𝑥́𝑖     ,     𝑒𝑖 = 0

=  eiix  

 □گرفته می شود .     ieمقادير  ترکيب از n2مجموع بيان شده روی تمام  و

 ودبه صورت زير بيان می ش 1نتيجه  متغيره بيان شده در شکل متعارفی يک تابع دو   17 :مثال 

□         2x́1x́00+f2x1x́01f+2x́1x10+f2x1x11f(x1, x2)= f 

 شکل متعارفی يک تابع سه متغيره به صورت زير است که :18مثال 

3x2x́1x101f+3x́2x1x110+f3x2x1x111)=f3,x2,x1f(x 

3x́2x1x́010f+3x́2x́ 1x 100+f3x2x1x́011f+ 

□                       3x́2x́1x́000+f3x2x́1x́001f+ 

را که مقادير آن در جدول   f(x,y)غيرهشکل متعارفی يک تابع دومت  (B= {0,a,á,1فرض کنيد: 19مثال 

 زير داده شده است تعيين کنيد:

                                       

 

                                         

       

 

                          

         عبارت است از: f(x,yشکل متعارفی ) حل:

ýx́00y+fx́01+fýx10xy+f11=ff(x,y)  

f(x,y) y 

a 

0 

á 

1 

0 

1 

0 

1 
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 با توجه به جدول داده شده داريم:

f(x,y)=1.xy+áxý+0.x́y+ax́ý=xy+áxý+ax́ý 

را که مقادير  f(x,y,z)يک جبربولی باشد، شکل متعارفی تابع سه متغيره  B={0,1,a,á}هرگاه  : 20مثال

  جدول زير داده شده است تعيين کنيد: آن در

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 عبارت است از: fحل: شکل متعارفی 

f(x,y,z)=f111xyz+f110xyź+f101xýz+f100xýź+f011x́yz 

+f010x́yź+f001x́ýz+f000x́ýź 
   وبا استفاده از جدول داريم: 

f(x,y,z)=áx́ýź+0.x́ýz+áx́yź+1.x́yz+axýź 
+0.xýz+axyź+1.xyz 

=áx́ýź+áx́yź+x́yz+axýź+axyź+xyz 

  

f(x,y,z) x  y  z 

  

á 

0 

á 

1 

a 

0 

a 

1 

 

0 0 0 

0 0 1 

0 1 0 

0 1 1 

1 0 0 

1 0 1 

1 1 0 

1 1 1 
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 مجموعه مسائل 

بولی  صورت وجود( بر اين جبر )در ( يک جبربولی چهارعضوی را در نظر بگيريد. تعداد توابع بولی1

 ير داده شده است.را تعيين کنيد که مشخصات آن ها در جدول های ز

          f(x,y) y   x                           x      y   f(x,y) 

              a      á      a                             0    a        0 

              a      1      a                            1    a        1 

              1       á     a                        á     0       á     

        a    á        a                                0      a      a                

   )ب( )الف(                          

                                   

        x    y  z   f  (x,y,z)                 )y   z     f(x,y,z  x   

0   0  0           á                                0    1   a            1  

                    0    0  1          0              á     a   0           0 

                 0   1   0          á                 1    a   0            0 

0   1   1           1                                á     1   1           1 

 1    0   0           a                               a   1    a            0 

1    0   1          0                                 0   á    1           á 

1    1    0          á                0   1     á           a                  

                  1    1     1          1             0          1    1   1  

 )پ(                                     )ت(                   

  

 



161 
 

x    y    z       f(x ,y,z)   

   á     0   1          a                                        

0   a ́    a           a             

á   1     a            a                                                                    

    a   0     á            á                                                                    

a    a     a            á                                                                    

 1    0     1            1                                                                   

á     0     a            1                                                                   

0    a      á            0                                                                   

 )ث(                                                                       

 مدارها و توابع کليدی 

   "قطعات الکتريکی و الکترونيکی زيادی وجود دارند که طبيعی دوحالتی يا دو وضعيتی به صورت 

روشن يک  -، مانند کليد يک لامپ، دکمه کنترولی يک آسانسور، کليدی خاموشروشن" دارند -خاموش

ی کنند، رقمی ، آسانسور، راديو( را کنترول م) لامپ راديو، اين قطعات )کليدها و دکمه ها( که ماشين ها

 ناميده می شوند.

ارها به خاطر ارزانی و سادگی ساخت عناصر دوحالتی الکتريکی و الکترومغناطيسی، درواقع تمام مد

 طراحی شده اند.   B={0,1}برای کامپيوتر های رقمی بر پايه جبربولی دوعضوی يعنی 

 ه عوامل بسيار ديگری غيراز جبربولی نياز دارد.البته طراحی واقعی عناصر کامپيوتر ب

ره فرض دراين قسمت به عنوان کاربردی از جبربولی، مدارها و توابع کليدی را بررسی می کنيم. هموا

 . ابتدا جدول ارزشی را برای توابع بولی معرفی می نماييم. B={0,1}می کنيم

 جدول ارزشی برای يک تابع بولی 

ی ناميم نشان مجدول ارزشی  را می توان به وسيله يک نمودار، که آن را  x́و  xرابطه بين   x ϵ Bهرگاه

 داد. اين جدول عبارت است از: 
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                                                x    x́ 

1 0 

                                                0   1 

هم چنين   x́ =0خواهيم د اشت   x =1هرگاه  و x́  =1آن گاه   X=0ه جدول فوق نشان می دهد که هرگا

به   g(x,y)=x+yو  f(x,y)=xyتوابع  جدول ارزشی برای بيان روابط اين متغير ها و x ,yϵBبرای 

 صورت زير خواهد بود:

                                         

 

 

 

 

 

تعريف شده باشد، جدول ارزشی برای  f(x,y,z) = xy+z با ضابطه   3f : B      B →فرض کنيد :21مثال 

 اين تابع به صورت زير بيان می شود:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

g f x  y 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

   

f  xy x     y    z 
0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0  

0  

0  

0  

0  

0  

1  

1  

0    0    0 

0    0    1 

0    1    0 

0    1    1 

1    0    0 

1    0   1 

1    1   0 

1    1    1 
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≤nبرای  :تعريف   فرض کنيد. 2

                                                         B→ ng: B     و  B→n f : B     

گاه ستون های نشان ميدهيم هر f=gبا نماد  آن را مساوی گوييم و را gو fمتغيره باشند.  nتابع بولی  دو

 جدول ارزشی يکسان باشند. در g و fمتناظر 

 فرض کنيد. : 22مثال 

g(x,y) = x́(x+x́y)        ,        f(x, y)= x́y                               

 مساوی هستند. g و  fبااستفاده از جدول ارزشی نشان دهيد 

 حل:     

 

 

 

 

 

 □.         f=gيکسان هستند لذا   gو f  ستون های متناظر با چون

 بيابيد. را  hو f،gبرای جدول زير توابع  :23مثال 

 

 

g=x́(x+x́y) f=x́y x+x́y x́y x́ x y 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 
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0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 0 

1 0 

1 0 

1 1 
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بقيه  در 1برابر   z=1و  x=y=0می خواهيم مقدار تابع برای حالتی که  fحل: برای ستون متناظر با 

بيان می کند. به طريق مشابه  چنين تابعی را  f(x,y,z)=x́ ýzباشد، تابع  0برابر  اه حالت

g(x,y,z)=xýź  است هرگاه  1دارای مقدارx=1    وy=z=0 است .چون  0بقيه حالت ها برابر در و

ری است، ديگ هر تابع متمايز ازاين حالت ها برای  دارند و 1يک حالت مقدار  تنها در g  و  fتوابع 

 را دارد. بنابراين:  1حالت مقدار اين دو تنها در f+gمجموع آنها يعنی 

h(x,y,z)=f(x,y,z)+g(x,y,z)=x́ýz+xýź 

 □.   جدول داده شده است در hبود که متناظر ستون  جدول ارزشی خواهد دارای ستونی در

در  ن هاکه همگی توابع سه متغيره بودند، هرسه متغير يا مکمل آ 23مثال  hو  g, fمورد توابع  در 

است. حال فرض  zمکمل  و y، مکمل xه اين تابع شامل ک  g(x,y,z)=xýźهرعبارت وجود داشتند مثلًا 

 برای ضرب داريم: 1خاصيت همانی بودن  اين صورت با استفاده از در  K(x,y,z)=xyکنيد 

K(x,y,z)=xy.1=xy.(z+ź) 

 خاصيت توزيع پذيری داريم: آن با استفاده از زوا

K(x,y,z) =xyz + xyź 

ه شامل سه متغير يا مکمل آن ها است. اين مطلب ما را ب، Kتابع  در يعنی هرعبارت حاصل ضربی

 زير می رساند. تعريف

 ين صورت:باشد درا nx…, ,2,x 1x  متغير های ه ازمتغير n يک تابع بولی f هرگاه  تعريف:

≥برای  ix́ يا ixالف( هر متغير  𝑖 ≤ 𝑛1 .يک ليترال ناميده می شود 

≥برای  ix́=  iy يا   ix  = iy  که ny … 2y1yب( هرعبارت حاصل ضربی به صورت   𝑖 ≤ 𝑛 1  يک
 بنيادی ناميده می شود. حاصل ضرب

به صورت مجموع حاصل ضرب های بنيادی يک فرم مجموع نرمال يا  fپ( هرنمايشی از 

dnf(disjunctive normal form) .ناميده می شود 

 را برای  يک تابع بولی نوشت.  dnfهمواره می توان شکل  x=x.1با استفاده از خاصيت  توجه:

 را برای تابع زير بنويسيد. dnfشکل  : 24مثال 
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f  :  B3  →  B       ,        f(x,y,z)=xy+x́z 

يا مکمل آن  z متغير  xyرمی نويسيم. چون د  x́z.1 صورترا به  x́z و    xy.1را به صورت  xyحل: 

 را به صورت زير می نويسيم xy.1نداريم،  را

xy.1 =xy(z+ź) 

 صورت زير بيان می کنيمرا به     x́z .1به همين نحو 

x’z .1 = x́z (y+ý) 

ل به حاصل ضرب های بنيادی تبديل شوند، شک fباعث می شود که عبارت حاصل ضربی در  اين اعمال
dnf  برای تابعf  صورت زير بيان می شودبه 

f(x,y,z) =xy+x́z 

=xy.1 + x́z.1 

=xy(z+ź)+x́z(y+ý) 

=xyz+xyź+x́yz+x́ýz 

 را برای تابع زير بنويسيد. dnfشکل  :25 مثال   

f(w,y,y)=wx+ý+xy 

 داريم: 24 حل: با توجه به توضيحات بيان شده در مثال

f(w,x,y)=wx.1+ý.1+xy.1 

=wx(y+ý)+ý(x+x́)+xy(w+ẃ) 

=wxy+wxý+xý+x́ý+xyw+xyẃ 

=wxy+wxý+xý.1+x́ý.1+xyw+xyẃ 

=wxy+wxý+xý (w+ẃ)+x́ý(w+ẃ)+xyw+xyẃ 

=wxy+wxý+wxý+ẃxý+wx́ý+ẃx́ý+wxy+ẃxy 

 با استفاده از خودتوانی داريم:
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 xy’+ w’ y’x’+w ’y’+ wx ’xy’+ w ’wxyf(w, x, y) = wxy +  

ای آن ه) يا مکمل wxy توجه کنيد که به منظور نوشتن حاصل ضرب های بنيادی به ترتيب الفبايی يعنی 

 به جايی ضرب استفاده کرده ايم. ها( هرجا که لازم بوده است از خاصيت جا

 رابرای تابع زير بنويسيد: dnfشکل  :26 مثال  

+ wyz + xy ’wxyg(w, x, y, z) =  

 به صورت زير عمل می کنيم 24درمثال توجه به توضيحات بيان شده  حل: با

wxý=wxý(z+ź)=wxýz+wxýź 

wyź=w(x+x́)yz=wxyz+wx́yz 

xy=(w+ẃ)xy(z+ź)=wxyz+wxyź+ẃxyz+ ẃxyź 

 توانی عمل + داريم: با استفاده از قانون خود

g(w,x,y,z)=wxýz+wxýź+wxyź+wxýz+wxyz+ẃxyz+ ẃxyź   □ 

ن شکل استاندارد است. قبل از بيان اي به يک شکل قرار دادی و dnfاين قسمت هدف بيان عبارات  در

 قراردادی به مطلب ذيل توجه فرماييد: 

 با رعايت dnfسه ستون اول جدول ذيل را ملاحظه کنيد. هرگاه حاصل ضرب های بنيادی را در يک 

 :ترتيب الفبايی يا ترتيب انديس برای ليترال ها بنويسيم، مثلاً 

3x2x1x́… ,  ,  ź,  xy d́ćab  ,  śqrṔ 

رار سطر معرف يک عدد دودويی خواهد بود. يعنی با کنار هم ق درهر zو  y,xدر اين صورت مقادير 

ويی رقمی متناظر معادل يک عدد دوداز چپ به راست کنار يکديگر، عدد سه   z و  y, x دادن ارزش

 است.
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دد دودويی عستون پنجم جدول فوق معادل ده دهی اعداد ستون چهارم را نشان می دهد مثلاً معادل ده دهی 

شکل بسته   يک dnfبا استفاده از اين مقدمه و تعارف زير برای توابع بولی  به فرم   است. 3برابر  011

 يف زيررا درنظر بگيريد.ارائه خواهيم داد. ابتدا تعر

 ناميده می شود. (minterm)کمين جمله يا مين ترم حاصل ضرب بنيادی يک  هر  : تعريف

  شود.ين جدول به صورت زير بيان مينظر بگيريد ا در را f(x,y,z)=xy+x́zجدول ارزشی تابع بولی 

           

 

 

                                                     

 

 

 

 

 

 اين تابع به صورت زيراست: dnfشکل 

f(x,y,z)=xyz+xyź+x́yz+x́ýz 

f z’x x y x y z            
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است.  1بر ارزش تابع برا هدقت کنيد که هرکدام از کمين جمله های فوق دقيقاً متناظر با حالتی است ک

عادل مهرگاه معادل دودويی اين حالت ها را برای کمين جمله های فوق در نظر بگيريم در اين صورت 

ند از: معادل ده دهی اين اعداد عبارت و 111و 011،001،110عبارت است از  fدودويی کمين جمله های 

 می پذيريم: fابع ت  dnfبرای  اين صورت شکل قرار دادی زير را در 7و 1،3،6

f = ⅀m (1, 3, 6, 7) 

تن فرم بسته عنوان مين ترم مورد استفاده قرار می گيرد. البته برای نوشبه  mو  معرف کلمه مجموع  ∑که

درنظر  را 001 و  x́ýzفوق برای يک تابع بولی نيازی به نوشتن جدول ارزشی تابع نيست، کمين جمله

است. همان  1ابربر x́ýzاين حالت می بينيم که ارزش  در  x=0و=z =1 ،0 yبگيريد يعنی زمانی که 

ت( تابع چپ به راس )به ترتيب الفبايی از برای متغيرها 001حالت  جدول مشاهده می شود در که در طور

f  و 001را دارد. هرگاه  1ارزشx′y′z  متناظر  و 1رمقايسه كنيد، معلوم مي شود كه متناظر باهرمتغي را

                                                            را داريم . به قرار داد زير توجه كنيد: 0 ددمكمل متغير ع

 له براي هر، درهركمين جمdnfدرشكل  بارعايت ترتيب الفبايي يا ترتيب انديس براي متغير ها قرار داد:
فرم بسته  كمين جمله معادل ده دهي هرقرارمي دهيم. با به دست آوردن  0براي مكمل هرمتغير  و 1متغير 

m∑  .را براي تابع مورد نظر مي توان نوشت 

 را بنويسيد. fزير فرم بسته  dnfبراي تابع به صورت  : 27مثال

f(x,y,z)=x′yz+x′yz′+xy′z 

 011    010    101دودويي:                              

 3        2         5ده دهي:                                 

 =m∑f)2,3,5                             □      (بنابراين:   

 بنويسيد. dnfبه شكل بسته  را   f(w,x,y) =wx+y′+xyتابع  :28مثال 

 به صورت زير تعين شد. dnfشكل  25مثال  حل: در

f(w,x,y)=wxy+wxy′+w′xy′+wx′y′+w′x′y′+w′xy                                     

 111    110     010     100       000      011دودويي:                     

 7        6          2         4            0          3ده دهي:                        

                                    □         f=∑m(0,2,3,4,6,7)بنابراين: 

 بنويسيد. dnfبه صورت گسترده  را 3, x2, x1f(x = (∑m)0 ,3 ,5 (هرگاه  :29مثال 
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 101و 011، 000سه رقم( به ترتيب عبارتند از: )يا 5و 0،3حل: معادل دودويي 

 3x2′x1+x3x2x1′+x3′x2′x1′) = x3, x2, x1f(x               □بنابراين:  

 بنويسيد. را 26مثال  در  gشكل بسته تابع  :30 مثال

  m∑= g)6,7,11,12,13,14,15               □      (حل:   

آن  كليد از مي خواهيم با سه كليد طراحي كنيم به طوري كه هرگاه لا اقل دو سيستم چراغي را : 31 مثال

 براي اين سيستم بنويسيد. شكل بسته آن را و  dnfفعال باشد، چراغ روشن شود شكل  ها

وغير فعال  1با  درنظر مي گيريم، فعال بودن كليد را  a, b, cبا متغير هاي  سه كليد مورد نظر را حل:

 ود.نشان مي دهيم. دراين صورت جدول ارزشي اين سيستم به صورت زير بيان مي ش 0با  بودن آن را

 

 f a  b  c)خروجي( 

 

 

 

 

 

 

 

 

است)سيستم روشن است( كه  1اين مثال عبارتند ازحالت هايي كه خروجي  جمله هاي مورد نظر دركمين 

                                   abc  , abc′  ,   ab′c   ,   a′bc             عبارتند از:

 عبارت است از: dnfبنابراين شكل 

f(a,b,c)=a′bc+ab′c+abc′+abc 

)3,5,6,7(mf(a,b,c)=∑ 
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  a = 0و  b = c = 1است .زيرا دراين حالت داريم  1خروجي  a′bcكمين جمله  قت كنيد كه مثلاً درد
 a′bc =1     □بنابراين:                        a′=1پس 

عرفي مبه  دريچه هاي منطقي است كه در زير مقدمه اي براي معرفي مدارهاي كليدي و 31مثال  توجه: 

 آن ها مي پردازيم.

 مدار هاي منطقي  ها و دريچه

 معرفي مي كنند. قسمت قبل، يك نظريه جذاب رياضي را توابع كليدي)بولي( معرفي شده در

عهده  به را قطعات كامپيوتري است كه وظيفه پردازش داده ها در به كارگيري آن ها اهميت اين توابع در 

ارد شدن ناميده مي شوند. هدف اين قسمت، بدون و (logic gates) دارند. اين قطعات دريچه هاي منطقي

 و  يچه، درORدريچه هاي منطقي است كه عبارتند از: دريچه يا  از به بحث سخت افزار، معرفي چند تا
AND  دريچه وارونگرNOT  (inverter). 

ي يك خروج )الف( است، اين دريچه دو ورودي و مطابق با شكل OR: نمودار دريچه  ORدريچهً  - 1

 .x+yخروجي عبارت است از  و  yو  xاز  دارد. ورودي ها عبارتند

                                                      x                             x+y            

                                                                        y          y                               

 )الف(شكل                                                    

يك خروجي دارد.  )ب( است. اين دريچه دو ورودي و : نمودار اين دريچه مطابق با شكل ANDـ دريچه 2

 است.  xyخروجي آن  و yو  xورودي ها عبارتند از 

                                                                                         x 

                                                   xy                                    y 

                                                                               )ب( شکل                                                               

كامپيوتربه صورت  هاي  كتاب هاي مختلف الكترونيك و : نمودار اين دريچه در  NOTـ دريچه 3

يك  مورد استفاده قرار مي دهيم، اين دريچه يك ورودي و ( را3اين بخش ما نمودار)پ گوناگون است، در

 است.    ′xخروجي آن  و  xجي دارد. ورودي آن خرو

 

                         x′                                 x                        x′                                 x 



171 
 

 (1(                                                             )پ2)پ                                              

 x′ x      

                                                                            (3)پ                                                                               

تركيب دريچه هاي منطقي، مدار هاي منطقي تشكيل مي شوند. اين مدار هاي منطقي كه از چندين دريچه  با

 منطقي تشكيل شده اند، داراي چندين ورودي هستند. به مثال هاي زير توجه كنيد. 

 رسم كنيد. را ′f(x,y,z)=xy+zمدار منطقي متناظر با تابع كليدي  :32 مثال

 است.  z,y,xداراي سه ورودي  fحل: تابع 

                                                                                         x   y    z 

                                                                         xy 

              

                    f=xy+z′  
                                                                  ’z 

         

 طراحي كنيد.  مدار متناظر با توابع زير را: 33 مثال

 2f(x+y)=′)ب(.                                    1f (xy)=′الف.  

                                                                                     x   y 

                                     ′=(xy)1f 

 

                                                                                        x   y 

                                     ′=(x+y)2f 

ابزاري گيرندهً الكتريسيته، مثلاً يك لامپ، باسيمي هادي  هرگاه يك مولد الكترويسيته مثلاً يك باطري و

وصل قرار داشته باشد، مدار  در سر راه آن ها يك يا چند كليد قطع و الكتريسيته به هم وصل شده باشند و

حالتي است،  چنين مداري يك ابزار دو نام دارد. هركليد واقع در مدار كليديالكترويكي تشكيل مي دهند كه 

x

y
z
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يا وصل است يا قطع. كليد تنها در حالتي كه وصل باشد جريان الكتريسيته را از خود عبور مي دهد. هر 

                 مدار منطقي ارتباطي تنگاتنگ با يك مدار كليدي دارد.                                                      

رانشان مي دهد.                                                  ORشكل ذيل مدار كليدي نظير مدار منطقي دريچه 

به صورت موازي در مدار قرار دارند. لامپ زماني روشن است كه يا  Bو  Aدر اين مدار كليدي، دو كليد 

نشان  0و قطع بودن آن را با  1رگاه وصل بودن هركليد را با و يا هر دو. ه Bوصل باشد يا كليد  Aكليد 

درحالت خاموش بودن لامپ برابر صفر بگيريم،  و 1درحالت روشن بودن لامپ برابر  را  A+Bدهيم و

كاملاً مطابقت دارد. بنابراين ويژگي هاي مدار  ORذيل با جدول ارزشي دريچه  چگونگي عمل مدار شكل

 ي مدار كليدي شكل ذيل است.                                                                     همان ويژگي ها  ORمنطقي

                                                                     A 

 

                                                                    B 

                                                                                                          

 

ناميده مي شود.                                            bitيك بيت  1 و  0 رقم دودويي يعني هر هر : تعريف

تنها يك خروجي  نظر گرفت كه يك يا چند ورودي و هايي درمي توان مانند ماشين  مدار هاي منطقي را

را روي دستگاه  1يا  0اطلاعات، يعني  ورودي ها دقيقاً يك بيت از يك از زمان، هر لحظه از دارند. درهر

 به خروجي فرستاده  1يا 0بيت  پي آن يك ودر دستگاه پردازش مي شوند بار مي كند اين داده ها در

تبديل مي شوند به گونه اي كه تعداد بيت هاي همه  1 و  0دنباله هايي ازبيت هاي مي شود. داده ها به 

به دستگاه فرستاده  ورودي ها بار شده و  دنباله ها با هم برابر است. اين دنباله هاي بيت ها به ترتيب روي

همان تعداد بيت به  آنجا به صورت دنباله اي با از دستگاه بيت به بيت پردازش شده و كه در مي شوند

 خروجي فرستاده مي شود.    

 abيعني  b و    aضرب بيت ها دقيقاً همان ضرب بولي است، يعني حاصل ضرب دوبيت   نكته:    

.                                                   داراي مقدار يك باشند bهم  و  aفقط اگر هم  است اگر و 1داراي مقدار 
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جمع كمي پيچيده تراست، زيرا درجمع دودويي داريم:                                                     مطلب براي 

10                                                                         =1+1 

بيت  جمع فوقدرحاصل  كه نتيجه اش يك بيت تنها نيست، بلكه نتيجه آن دوبيت است. بيت سمت چپ را 

بيتي كه  است، اگر و فقط اگرهر دو 1بيت مجموع مي ناميم. بيت حامل برابر  بيت سمت راست را حامل و

                                                                                                    باشند زيرا درجمع دودويي:                                       1با هم جمع مي شوند، 

10                                  =1+1                  ،1=1 +0                  ،    0=0+0 

ا اين حال بيت حامل را مي توان توسط حاصل ضرب دوبيتي كه با هم جمع مي شوند، نشان داد. ب بنابراين

باشند مقدار  1بيت مجموع را نمي توان با جمع بولي نشان داد، زيرا هرگاه دوبيتي كه با هم جمع مي شوند 

است  1ابع تمقدار اين است. بنابراين بيت مجموع را بايستي با يك تابع بولي نشان داد كه  0بيت مجموع 

اي اين منظور باشند. يك عبارت بولي بر 1اگر و فقط اگر دقيقاً يكي از بيت هايي كه با هم جمع مي شوند 

 ab′ +a′bعبارت است از:                                      

 و يك عبارت ديگر به صورت زير بيان مي شود

                                               (a+b)(ab)′ 

 دليل اين امر رامي توان به كمك جدول ارزشي دوعبارت فوق نشان داد. هرچند دوعبارت فوق يك

هار دريچه چخروجي را توليد ميكنند ولي ما عبارت دوم را ترجيع ميدهيم. توجه كنيد كه عبارت دوم  به 

ول به ادر حالي كه عبارت  NOTچه و يك دري ORيك دريچه  ANDاحتياج دارد كه عبارتند از دو دريچه 

                   .                      NOTو دو دريچه  ORيك دريچه  ANDپنج دريچه نياز دارد، دو دريچه 

( cمل )حا ( وsجمع ) به عنوان ورودي گرفته و را  bو aطراحي كنيد كه بيت هاي  مداری را :34 مثال

                                       به عنوان بيت هاي خروجي توليد كند.                                                را

 با توضيحات داده شده، اين مدار به صورت زير طراحي مي شود. حل:
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                                                                                 a   b 

                                   c           

                                 s 

                                                         

   هم جمع شوند گوييم عبارت به صورت مجموع حاصل ضرب ها با هرگاه حاصل ضرب ليترال ها

(sum of products) آن رابا نماد . و استS.O.P  نشان می دهيم. تعريف دقيقS.O.P  36رابعدازمثال 

 ارائه می دهيم. 

هستند.                                                                                   S.O.Pعبارات زير به صورت : 35مثال 

 هم جمع شده اند. با اين ليترال ها زيرا هرحاصل ضرب شامل يک ليترال است و . x+y+ź الف.

 xy+zx́     پ.           xź    ب .

 بيان کنيد. .S.O.Pرا به صورت    xy+zx́+xyźwعبارت  :36 مثال

       xy+xyźw= xyبا استفاده از قانون جذب داريم:   حل:

 بنابراين عبارت اوليه به عبارت زير تبديل می شود:    

xy+zx́ 

 است. .S.O.Pوعبارت بالا به صورت 

بالا اولين قدم به سمت می نيمم سازی عبارات بولی است. هرگاه يک عبارت دلخواه را بتوان مثال  ه یايد

يشتر کاهش داد.                به شکل مجموع حاصل ضرب ها نوشت، آن گاه به کمک قانون جذب می توان آن را ب

برای يک عبارت بولی می پردازيم.                                                .S.O.P ابتدا به تعريف دقيق شکل

است هرگاه                                                                            S.O.P . يک عبارت بولی به شکلتعريف

                                                                                                                 يک ليترال باشد.  الف.

حاصل ضرب ليترال های متفاوت باشد.                                                                                    ب.

x
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به شکل  E1E+2از ليترال های متفاوت باشند در اين صورت  حاصل ضرب هايی 2Eو  1E رگاه ه پ.

.S.O.P   1 است مشروط به اين که نهE ، 2E   2 نه  وراجذب کندE،1E  جذب کند. را                                 

است.                                                                     .S.O.P  به شکل x+yźwنشان دهيد  :37 مثال

هستند و .S.O.P   شکلبه  yźw و  xو)ب( تعريف بالا واضح است که  با توجه به قسمت )الف( حل:

                              است.  .S.O.P نيز به شکل   x+yźwازقسمت )پ( تعريف فوق نتيجه می شود که 

.                                                                          است S.O.P به شکل x+yw+yźwآيا  : 38مثال

جذب می کند.                                                                       را yźwعبارت  ywحل: خير، زيرا 

                                                                         yw+yźw=yw+ywź=yw)بنابه قانون جذب(       □

                                                                                                            .نظر بگيريد در را زير عبارت  :توجه

f=xyz+x́yź                                                                                                                              

اين حاصل ضرب  سه ليترال هستند که  عبارت های حاصل ضربی از x́yźو  xyzارت های هرکدام ازعب

              اين مورد به کارمی بريم. را در ما اصطلاح مجموع حاصل ضرب ها هم جمع " + " شده اند و ها با

   تبديل نمود.  .S.O.P به صورت مثال های زير نشان می دهيم که چگونه می توان عبارت های بولی را در

بنويسيد.                                                         .S.O.P به صورت  را ́(xy+ź)عبارت بولی : 39مثال

               حل:                                                                                                                          

                                                       ́(ź́)(xy)=́(xy+ź))بنابر قانون دمورگان(                                          

                                                     ź(xy)=             مکمل مکمل(                                      )بنابر

                                                      z(x́+ý)=قانون دمورگان(                                            )بنابر

                                                                  x́z+ýz=خاصيت توزيع پذيری(                            )بنابر

قانون جذب نمی تواند مورد استفاده قرار گيرد  چون عبارت فوق به شکل مجموع حاصل ضرب ها است و

است:                                                                                      زير .S.O.P دارای شکل  ́(xy+ź)لذا 

x́z+ýz           □                                                                                                                          

تبديل کنيد.                                                            .S.O.P به شکل را z((x́+z)́+(ý+ź)́ )ت عبار : 40 مثال

                   حل:                                                                                                                          

                                    z((x́+z)́+(ý+ź)’)=z((x́)́ź+(ý)́ (ź) ́)قانون دمورگان(                 )بنابر

                                                                               z(xź+yz)=مکمل مکمل(                   )بنابر
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                                                                                        zxź+zyz=يع پذيری( خاصيت توز )بنابر

                                                                                         zźx+zzy=به جايی(  خاصيت جا )بنابر

                                                                                           x+zy.0=خوتوانی(    )بنابر مکمل و

                                                                                                  zy+0=)بنابرخاصيت تسلط( 

                                                                                                   yz =( 0)بنابرخنثی بودن   □

تبديل کنيد.                                                                .S.O.P به شکل را xý(ýẃ)+́wýعبارت  : 41مثال

                 حل:                                                                                                                          

                                            xý(ýẃ)́+wý=xý(y+w)+wýمکمل مکمل(  )بنابرقانون دمورگان و

                                                                               ’xýy+xýw+wy=يت توزيع پذيری(  )بنابر خاص

                                         ’xýw+wy+0=                                    ()بنابرخاصيت مکمل

                                                                                      xýw+ýw=)عضوخنثی(                        

 جذب  را  xýwعبارت  ýwعبارت آخر به صورت مجموع حاصل ضرب ها است، اما دقت کنيد که 

عبارت است از:                                                                                           .S.O.P می کند، لذا شکل نهايی

ýw             □                                                                                                                                  

اين  نمی توان در قانون جذب را است و .S.O.P نظر بگيريد که شکل در را  x́yz+xy+x́yźعبارت

کاهش داد، به روابط زير توجه  ساير قوانين، می توان اين عبارت را عبارت استفاده نمود. اما با استفاده از

                                                                                              x́yz+xy+x́yź=x́yz+x́yź+xy=x́y(z+ź)+xyکنيد:   

=x́y+xy=(x́+x)y=y                                                                                                               

کاهش داد. يعنی آن را به طريقی ساده بنابراين می توان با استفاده از قوانين جبربولی يک عبارت بولی را 

تر نمود و اين مقدمه ای برای عنوان کردن بحث ساده کردن عبارات بولی است که تحت عنوان ساده 

 کردن مدار های منطقی در بخش بعد مورد بررسی قرار گرفته است. 
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 مجموعه مسائل

                            y=z=0  و   w=x=1مقدار هر يک از عبارات بولی زير را تعيين کنيد هرگاه داشته باشيم  1) 

   w+x́yب.           x́ý+́(xy)الف. 

      wx+xy+yz. ت                                                                       wx+ý+yzپ.     

                                            ̒̒̒̒wý+((w+y)(x́y))+(wx+yź)    .  ث     

                                                                         1ث.     1ت.         1پ.   1ب.     1جواب: الف.  

  f تابع dnfعريف شده باشد شکل ت   zx́+)́f(x,y,z)=((x+ý( با B →       3B  :  f       ( فرض کنيد2

                                                                                                                          .را بنويسيد

                                                                    f=xyz+xýz+xýź+xyź+xýźجواب:            

ظر نبنويسيد. درهر قسمت يک تابع سه متغيره در  dnfهريک از تابع های بولی زير را به شکل  (3

 بگيريد.

                                                                  (x+́xyź)’(x́y)ب.         x(xý+x́y+ýz)          الف. 

                                                                ́(xý) ́(x+y)ت.                        (y+ź)(x+ýz)پ.

                                                                       ́ y(x+yz)ج.                        ýz+́(x́+y)ث.     

                                                          xyź+x́ýz+xý́ź .ب               xýź+xýz     الف. جواب:

                                                                   x́ýz+x́ýź.   ت             xyz+xyź+xýź         پ.

                                                                                      x́yź. ج                     xýz+xýź+x́ýz ث.

                                                    گسترده تابع زير را بنويسيد.                                             dnf شکل  (4

f(w,x,y,z)=∑m(4,5,7,8,9,11)                                                                                              

f(w,x,y,z)=ẃxýz+ẃxyz+wx́ýź+wx́ýz+wx́yz+ẃxýź                  جواب:                                                 

اگر آن را يک عدد دودويی در نظر بگيريم ه ک  ẃxýz≡0101 اين مسالًه مثلاً داريم دقت کنيد که در

                                                                                    است.                           5معادل ده دهی آن عدد 

  ( توابع متناظر با مدار های زير را تعيين کنيد.5
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                                                                                      x   y   z 

                                                                                                                                              

f(x,y,z)                                    

             

 )الف(                                    

             

                                                                                      x  y  z                                                     

 

             f(x,y,z) 

 

 )ب(                                 

        ́( ’(x́(y+z)́)(x́+ý(xz)))  ب.         ́ ((xź)(yź+(xy)))جواب:الف. 

 مدار های منطقی  ساده کردن

 توابع بولی مينيمال

دارای نموداری به صورت يک مدارمنطقی است. دراين قسمت به بررسی اين  Eتابع بولی  می دانيم هر

پردازيم که، چه بايد کرد تا اين نمودار شکلی می نيمال دشته باشد. يعنی از لحاظ سادگی، به موضوع می 

ساده ترين شکل ممکن باشد؟                                                                                                     

ک شکل خاص از تابع مورد نظر است، که در اينجا فقط کلمه می نيمال فقط به مفهوم می نيمال نسبت به ي

 -مورد نظر است. درمورد مدارها، اين شکل عبارت های بولی به نام  دريچه دو سطحی و   .S.O.Pفرم

نيز ناميده می شود. علت آن، شکل خاصی است که اين مدارها  (two- level AND-OR gate) يا  
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د که به صورت مجموعی از حاصل ضرب ها است، مدار اين را در نظر بگيري ab+aćدارند. عبارت 

 است.     عبارت بولی به صورت زير

     a  b   c                                                                                                         

                                   

                                         ab+ać   

                              

 ANDسطح                                  ORسطح   

  ORو دريچه سمت راست يک دريچه ANDدقت کنيد که دريچه های سمت چپ، همگی دريچه های   

                                                                        عمل کرده است.          ANDاست که روی دريچه های 

می نيمال يک تابع بولی را نسبت به فرم مجموع حاصل ضرب ها در نظر می گيريم. توجه کنيد که 

است و به اين صورت، ديگر قابل ساده تر شدن نيست. اين عبارت به دو  S.O.Pبه فرم  ab+aćعبارت 

نياز دارد. حال اگر از قانون توزيع پذيری استفاده  NOTو يک دريچه  ORيک دريچه  ANDی  دريچه

               کنيم اين عبارت به صورت                                                                                                       

a(b+ć)                                                                                                                              

نيازدارد، که کمتر از  NOTو يک دريچهً  ORيک دريچه  ANDبيان می شود که تنها به يک دريچهً 

نيست. بنابراين مورد نظر   .S.O.Pست. ولی اين عبارت به فرم دريچه های مورد نياز برای عبارت قبلی ا

عبارتی  Eچه موقع می نيمال ناميده می شود. هرگاه  .S.O.Pما نخواهد بود. ابتدا بايد معلوم کنيم که يک 

  Eوتعداد عملوند های موجود در  LEرا با  Eباشد ، تعداد ليترال های موجود در  S.O.P.بولی به صورت 

    نشان می دهيم، مثلاً فرض کنيد                                                                                                  Esرا با 

E=abć+áb́d+ab́ćd+ábcd                                                                                                

 ن صورت داريم:                                                                                                                در اي

                                       =4s=14        ,        ELE                                                                          

x

y
z

F
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 F و Eمی گوييم(. هرگاه    (operator)به + عملگر و   (operand)عملوند yو  xبه x+y)درعبارت 

 .و داشته باشيم  E=Fو معادل باشند، يعنی   .S.O.Pدوعبارت بولی به صورت  

S≤ FS ,         EL       ≤ FL E 

می گوييم.        Fرا ساده تر از عبارت  Eبه صورت < باشد، عبارت  ≥به طوری که حداقل يکی از نماد های 

يکی ازعبارت های بولی زير حساب کنيد.                                در تعداد ليترال ها وعمگرها را:   42مثال 

                                                                                                                                            E=xýz+x́ź+yź+xالف. 

                                                                                                       F=x́ýz+xyz+y+yź+x́zب. 

                                                                                                                 G=xyt́+x́ýzt+xźtپ. 

هر عبارت خواهيم داشت:                                                             حل: با شمارش تعداد ليترال ها وعملوندها در

              =3s=10  ,  GL=5  ,  Gs=11  ,   FL=4   ,   Fs=8  ,  ELE                                             

برای عبارت زير تعيين کنيد.                                                                              را sEو LE :43مثال 

E=(xý+z) ́+xý                                                                                                                      

                     □نمی توان برای آن تعيين نمود.    را sEو LE نيست و S.O.P.حل: عبارت داده شده به صورت 

هيچ  بوده و  .S.O.P به صورت  می نيمال می ناميم، هرگاه .S.O.P عبارت  راE عبارت بولی  تعريف.

نداشته باشد. به عبارت ديگر، يک  آن وجود از ساده تر آن و معادل با  .S.O.P عبارت بولی به شکل

هم تعداد عملوند های  آن و وقتی می نيمال است که هم تعداد ليترال های موجود در  .S.O.P عبارت بولی

 آن کمترين باشد. 

 هدف می نيمم سازی توابع بولی

نمايش دهند، درمدار های کليدی عبارتی  بع بولی راآنجا که چندين عبارت متفاوت می توانند يک تا از

 چندين بار طراحی ساختمان کامپيوتر مورد توجه  است که می نيمال باشد. به خصوص اگر اين مدار در

مورد استفاده قرارگيرد. بنابراين داشتن روش های قابل دسترسی برای تعيين يک عبارت می نيمال جهت 

مفيد خواهد بود.                                                                                     نمايش يک تابع بولی داده شده 

مفهوم  روش های زيادی برای می نيمال سازی توابع بولی وجوددارد. متداول ترين آن ها استفاده از

رات بولی باشد، گوييم عبا ست ای از n,...,a1A={a{است. هرگاه  )prime implicant(استلزام اول 

. اين بدين معنی است که b+x=bداشته باشيم  xϵA می پوشاند اگر برای هر  را  Aکاملاً   bعبارت بولی



181 
 

x حاصل ضربb   ًبا عبارت ديگری مثلاc است مانند x=bc  اين صورت                                                                  در

b+x=b+bc=b.1+bc=b(1+c)=b                                                                                      

اينجا( متغير های  در  x)مانند اينجا( نسبت به جملاتی که می پوشاند در  bعموماً جملات پوششی)مانند

 را   {ab,ab́}ست aه می شوند يعنی پوشاند  aتوسط دو هر ab́ و  abکمتری دارند. برای مثال 

          می پوشاند.                                                                                                                   

           دارای پوشش نيست.                      {ab ,áb́}البته هر ست ای دارای يک پوشش نيست مثلاً 

جملات را می پوشاند.     يک استلزام اول، يک جمله پوششی است که يک مجموعه ماکزيمال از تعريف.

 در عبارات و تعريف فوق، هر حاصل ضربی از ليترال ها است مانند (term)توجه: منظور از جمله 

xy   x́ź ,  رود عبارت است از تعيين و... روشی که در اکثر الگوريتم های می نيمال سازی به کار می

استلزام های اول و سپس حذف جملات غير ضروری تا جايی که به يک ست می نيمال از جملات برسيم 

      که تمام مقادير ست اوليه را اختيار می کند. يعنی معادل عبارت اوليه باشد.                                                       

تعيين کنيد.                                               می نيمال معادل با عبارت بولی زير را  S.O.P شکل : 44مثال

Pq+pr+q́r                                                                                                                             

 است. لذا برای يافتن استلزام های اول بايستی  q́rو   pq، prی  ل سه جملهحل: عبارت داده شده شام

تعداد سب ست های ناتهی اين سه جمله، به صورت  32-1جملات مورد بررسی قرار گيرند) از ست 32-1

يک ست سه عضوی است(. با اين کار مشاهده می شود که بيشتر اين مجموعه ها دارای استلزام اول 

 هستند که هر کدام فقط خود شان را  q́rو  pr ،pqع تنها استلزام های اول جملات اوليه نيستند. درواق

می پوشانند. ولی اين به معنی می نيمال بودن عبارت اوليه نيست. به منظور يافتن عبارت  می نيمال مورد 

نوشت. در اين کامل نيز ناميده می شود،  .S.O.P عبارت داده شده را که گاهی شکل dnfنظر، بايد شکل 

صورت                                                                                                          

pq+pr+q́r=(pqr+pqŕ)+(pqr+pq́r)+(pq́r+ṕq́r)                                                         

=pqr+pqŕ+pq́r+ṕq́r                                                                                                           

ست را  42-1برای يافتن استلزام های اول بايستی  به دست آمده دارای چهار جمله است و dnf عبارت

 از:  مورد بررسی قرارداد. دو تا ازاين ست ها دارای جملات پوششی هستند که عبارتند

 {pqr ,pqŕ}   که توسطpq .پوشانده می شود 

 {pq́r ,ṕq́r}  که توسطq́r                                                                             .پوشانده می شود
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 prعبارت داده شده هستند. بنابراين جمله ی ميانی   dnfدو ست فوق شامل تمام عبارت ها در فرم 

درعبارت داده شده اوليه اضافی است و عبارت می نيمال مورد نظر عبارت است از:                                    

pq+q́r                                                                                                                                         

را می توان به کمک جدول ارزشی  pq+q́rو عبارت می نيمال   pq+pr+q́rل بودن عبارت اوليه معاد

 نشان داد. 

  (Karnaugh map)  کارنو نقشهٔ 

ه خصوص بتوجه کنيد(   44پيدا کدن استلزام های اول می تواند بسيار وقت گير و طولانی باشد)به مثال

 ايد تعدادجمله باشد ب nدارای  dnfن مثال اگر يک عبارت وقتی تعداد جملات عبارت زياد باشد. به عنوا

 1-n2 برای يافتن استلزام های اول مورد بررسی قرارداد که اين عمل برای  ست راn بسيار  های بزرگ

م های اول و متغير نداشته باشد، برای يافتن استلزا 6وقت گير است. درحالتی که يک عبارت بولی بيش از 

ناميده  ر کارنونمودايا  کارنو نقشهٔ يمال آن، می توان ابزاری تصويری را به کاربرد که يافتن عبارت  می ن

ی يک تا می شود. بررسی عبارت های شش متغيره بسيار پيچيده است، لذا نقشه کارنو را برای عبارت ها

 پنج متغيره بررسی می کنيم.    

ک مستطيل، کارنو يک وسيله ساده برای می نيمم سازی عبارات بولی با چند متغير است. نقشه از ي نقشه  

و  که به مربع هايی تقسيم شده، تشکيل می گردد. هر مربع نشان دهنده يک حاصل ضرب بنيادی است

وت هستند. فامربع ها طوری مرتب شده اند که مربع های مجاور دقيقاً در يک متغير مکمل شده يا نشده مت

ی نقشه کارنو را بايد به صورت پوشش رويه ی يک کره تصور کرد. درنتيجه مربع های روی لبه ها

 اده شده. دنقشه کارنو برای يک، دو، سه و چهار متغيردر زير نشان  .مخالف نقشه، مجاور يکد يگرهستند
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روی لبه های مستطيل  در اين نقشه ها يک مربع بخصوص نمايش حاصل ضرب ليترال هايی است که

است،  pqrs ( در نقشه چهار متغيره نمايش حاصل ضرب بنيادیΙمتناظر با آن مربع هستند. مثلاً مربع )

طور . به  sو r,q,p( عبارتند از ليترال های Ιزيرا ليترال های روی لبه های مستطيل متناظر با مربع)

 است.  ṕq́rs( متناظر با حاصل ضرب بنيادی ΙΙمشابه مربع )

 ن نقشه است،تعداد متغير های مربوط به آ n است که n2 توجه کنيد که تعداد مربع های هر نقشه برابر با

ربع خواهد بود م 32است. بنابراين نقشه کارنو پنج متغيره دارای  (x́  يا xحالت) متغير دارای دو هر زيرا

پنج متغير  که برای نمايش آن از دو نقشه چهار متغيره استفاده می شود که هرکدام از آن ها متناظر با

 هستند. شکل زير نقشه کارنو پنج متغيره را نشان می دهد.
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( ́ tو برروی ديگری به صورت مکمل شده)  tرتيکی از نقشه ها به صو روی بر t متغير پنجم يعنی

شته شده عنوان نمونه چند تا از حاصل ضرب های بنيادی برای اين نقشه، در مربع های نقشه نوبهاست. 

ا نحوه ی ابتد،  .S.O.Pاند. به منظور استفاده از نقشه کارنو برای به دست آوردن می نيمم يک عبارت 

ه حالت های بارت بولی را در دورن نقشه بيان می کنيم. نظر به اين کقراردادن اطلاعات متناظر با يک ع

گی استفاده از ها درنظر گرفته نمی شوند. هم چنين به علت پيچيد ساده هستند معمولاً اين حالت غيرهيک مت

ی دهيم.                   نقشه کارنو در توابع پنج متغيره، تنها حالت های سه و چهار متغيره را مورد بررسی قرار م

ادی يک حاصل ضرب بني نقشه متناظر با مربع در نقشه، چون هر برای وارد نمودن يک تابع بولی در

ين صورت و درا کامل نوشت .S.O.Pيا  dnfبه صورت  است، بنابراين ابتدا بايد تابع بولی داده شده را

 شاناظر مربع های متن را در می توان آن ها تمام جملات تابع به حاصل ضرب های بنيادی تبديل شده و

معمولاً  پيچيده کند،حاصل ضرب بنيادی درون مربع مربوطه می تواند نقشه را  قرار داد. چون نوشتن هر

       رادرون مربع مربوطه قرارمی دهيم.       √ويا علامت  1متناظر با هر حاصل ضرب بنيادی عدد

                                 نقشه کارنو تابع زير را مشخص کنيد.                                          : 45مثال

f(p,q,r)=ṕqŕ+ṕqr+pq́r+pqr                                                                                         

 است.   کامل است. نقشه مورد نظر به صورت زير S.O.P.حل: تابع داده شده به صورت 

 

ود اين است که اسامی متغير ها کاملاً آزاد هستيم، تنها مطلبی که بايستی رعايت ش استفاده از در توجه :

ده، نوشته متغير های يک تابع بايستی به صورتی که بر روی نقشه های يک متغيره تا پنج متغيره بيان ش

                                               شوند.                                                                              

 برای تابع زير مشخص کنيد.                           نقشه کارنو را :46مثال 

)                         7, 6, 4, 2, 1(m∑)=3, x2, x1f(x    
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 حل: فرم گسترده اين تابع عبارت است از:

          3x2x1x+3x́2x1x+3x́2x́1x+3x́2x1x́+3x2x́1x́)=3,x2,x1f(x         

 بنابراين نقشه کارنو به صورت زير مشخص می شود.

 

 به دست آوريد. تابع زير را نقشه کارنو : 47مثال

f(a,b,c,d)=ábć́d́+ab́ćd+ábćd+abćd́+ábćd́+ab́ćd́                    

 است.   dnfکامل يا   .S.O.Pحل: تابع به صورت 

 

 به دست آوريد. را   f=pq+pr+q́rتابع  نقشه کارنو : 48مثال

 کامل اين تابع عبارت است از:.S.O.P يا dnf حل: شکل  

f(p,q,r)=pqŕ+pqr+pq́r+pʹqʹr 
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ای جملات آن بر می دانيم که برای به دست آوردن فرم می نيمال يک تابع بولی بايستی استلزام های اول را

ين تعداد ر خاصيت مربع های مجاور، استلزام های اول به شکل بيشترپيدا کنيم. دريک نقشه کارنو بناب

لقه های رسم حپر شده اند،  1نامنفی هستند که تماماً با  صحيح و  n مربع برای n2 مربع های مجاور شامل

شده اند،  حلقه پوشانده درنقشه توسط دو ها 1راملاحظه کنيد. اولاً دوتا از 48شده درنقشه کارنومثال 

رعين حال د حذف کنيم و نقشه زيادی است يعنی می توانيم حلقه افقی را اين حلقه افقی رسم شده دربنابر

با  ها توسط حلقه های عمودی باقی می ماند. حاصل ضرب هاي بنيادي متناظر 1يک پوشش کامل برای 

توجه  پوشش داده مي شود. با pqكه اين مجموعه توسط  {pqr′, pqr}هاي حلقه سمت چپ عبارتند از  1

ظر مربع متنا هردو حاصل ضرب ليترال هايي بر روي نقشه است كه در  pqبه نقشه ملاحظه مي شودكه

و  ′qيرا است. ز q′rهاي درون حلقه سمت چپ تكرار شده اند. بنابراين حلقه سمت راست متناظر با  1با 

r ه سمت چپ هستند. بنابراين عبارتهاي درون حلق 1مربع متناظر با  دو درارتباط با هرS.O.P.  
 مثال بالا عبارت است از:  مي نيمال متناظر با نقشه كارنو 

Pq+q′r                                                     

 تعيين كنيد. عبارت مي نيمال معادل با نقشه كارنوي زير را : 49 مثال

                                                       q        q′ 

                                     p     1      1      r′                  

                  p      1              r                                     

p′     1     1       r                                                         

p′             1        r′                                                       

حلقه وسط )سمت چپ( نشان  ′prها پوشش داده مي شوند. حلقه بالايي نشان دهنده  1سه حلقه تمام  حل: با

است. بنابراين عبارت مي نيمال معادل با نقشه فوق  ′p′q)سمت راست( نشان دهنده  حلقه پايين و qrدهنده 

   عبارت است از:                                                                                                                

pr′ +qr+p′q′        □                                                                                                             

مي توان به طرق مختلفي با هم درنظر گرفت به  هاي درون نقشه را 1لازم به توضيح است كه  توجه:

 مثال زير توجه كنيد.
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 به دست آوريد. 49يك عبارت مي نيمال ديگر، معادل با نقشه مثال  : 50 مثال

 

هاي  1ي توان چون مربع هاي روي لبه نقشه مجاور هستند، بنابراين به طريق نشان داده شده نيز م حل:    

حلقه مربع  نيم منظور از اين حالت نيز سه حلقه وجود دارد و با هم تركيب كرد. كه در درون مربع ها را

يمال در اين ن عبارت مي نپايين اين است كه اين دو مربع درون يك حلقه قرار دارند. بنابراي هاي بالا و

                                                                                                                          حالت عبارت است از:

pq +p′r +q′r′                                                

  و   E=Fاين صورت نشان دهيم در Fبا  را 50وعبارت مثال  E  با را  49هرگاه عبارت مثال توجه:

                =3 s= FsE                     ،              =6 L= FLE                                                 

 دوعبارت يكسان است. هر تعداد عملوند ها در و يعني تعداد ليترال ها

 به دست آوريد. را عبارت مي نيمال معادل با نقشه كارنوي زير :51مثال 

 

ورت زيراست: شكل نشان داده شده اند وعبارت مي نيمال به ص كه در حلقه نياز دارد دو اين نقشه به  حل:

□                                                  3x′2x1+x′3x1x 

بيشتر با هم تركيب كنيم  را 1آن است تا بتوانيم مربع هاي شامل  بر تعريف استلزام اول، سعي با استفاده از

اين مورد توجه  نظرگرفت، به مثال زير در چند حلقه در را در 1بعضي مواقع مي توان يك مربع شامل 

 كنيد. 
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 به دست آوريد. نقشه زير را عبارت مي نيمال معادل با  : 52مثال

 

 ارت است از:عبارت مي نيمال عب حل:            

□                                               3x1+x3x2x 

 به دست آوريد. عبارت مي نيمال معادل با نقشه زيررا :53مثال

                                                              2′x      2x 

                                                       31       x′                      1x 

                                                        31         1        x          1x  

                                                        31                    x         1x′ 

                                                       31         x′                   1x′ 

 حل: عبارت مي نيمال عبارت است از: 

□                                                     3x′2+x′3x1+x3x2x 

 عبارت مي نيمال معادل با نقشه زير را به دست آوريد. : 54 مثال
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 حلقه نياز داريم وعبارت مي نيمال عبارت است از: دراين حالت به دو حل:

□                                                        3x2+x2x1x 

همان طور كه مثال هاي فوق نشان مي دهد، گرفتن حلقه ها براي پيدا نمودن استلزام هاي اول به كمي دقت 

و تمرين نياز دارد. تنها نكته مهم در اين مورد آن است كه زماني عبارت مي نيمال به دست خواهد آمد كه 

تلزام هاي اول به شكل بيشترين تعداد حلقه ها را مناسب اختيار كرده باشيم. همان طور كه قبلاً بيان شد، اس

وصحيح است. به منظورآشنايي بيشتر با انتخاب حلقه ها  n 0≤مربع براي  n2مربع هاي مجاور شامل 

 دورن يك نقشه كارنو، چند مثال ديگر از حالت هاي سه و چهار متغيره را ارائه مي نماييم.

 

 دست آوريد.عبارت مي نيمال معادله با نقشه زير را به  :55مثال 

                                                               2′x         2x         

                                                          31                     x′            1x                        

                                                          31           1         x             1x 

                                                          31           1         x           1 x′ 

                                                         31                      x′            1x′ 

 2x را مي پوشانند، حلقه سمت چپ نشان دهندهً  1اين نقشه به  دو حلقه نياز دارد كه هر كدام چهارتا حل:
است كه در هرچهار مربع درون حلقه سمت چپ ثابت مانده و تكرار شده است. هم  2xاست، چون تنها 

است پس حلقه ی  3x چنين چون در حلقه مياني تنها ليترالي كه در تمام مربع هاي اين حلقه ثابت مي ماند

 است. لذا عبارت مي نيمال عبارت است از: 3x ميانی نشان دهنده ی

                                                         3+x2x 
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 به دست آوريد. عبارت مي نيمال معادل با نقشه زير را : 56 مثال

 

، نيم حلقه است 1دو  يكي ازحلقه ها شامل  و 1تا شامل چهار كه دو اين نقشه به سه حلقه نياز دارد حل:

 1امل دو تا شدرتمام مربع هاي حلقه های بالايي و پاييني يك  حلقه را تشكيل مي دهند. ليترال هايي كه 
مام مربع به طورمشابه ليترال هاي حلقه عمودي كه در ت  x′3و  x 2x,1 از تكرار مي شوند عبارت هستند

 لقه ها نيزحهستند. با بررسي مشابهي ليترال هاي ثابت درون نيم  4xو  2x هاي دورن حلقه ثابت مي مانند
3′x 4 وx  :هستند. لذا عبارت مي نيمال براي اين نقشه عبارت است از 

                                              4x3+x′4x2+x3x′2x1x 

 را به دست آوريد. عبارت مي نيمال براي نقشه زير : 57 مثال

                                                        2x́   2x́   2x    2x 

                                             3x́     1               1       1     1x 

                                             31                      x              1x  

                                             3x                                      1x́ 

                                             3x́     1     1                 1    1x́ 

                                                     4x́     4x    4x     4x́ 

 ه حلقه نيازدارد که نشان داده شده اند. چهارنيم حلقه کناری همگی يک حلقه تشکيل اين نقشه به س حل:
نشان دهنده ی حاصل ضرب بنيادی  که مربع های کناری با هم مجاورند( و )به خاطر آوريد می دهند

 4x́3x́  4 است. حلقه عمودی نشان دهندهً حاصل ضرب بنيادیx2x1x  وحلقه افقی )پايين( نشان دهنده ی

 :است. بنابراين عبارت می نيمال به صورت زيراست 3x́2x́1x́ حاصل ضرب بنيادی 

                                                3x́2x́1x́+4x2x1x+4x́3x́ 
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 مجموعه مسائل

 را برای هرکدام ازعبارت های زير حساب کنيد. sEو LE مقادير

                  E=xy+x́ýب.                                E=xy+x́ý+yźالف.

               E=xyz+xý+zy+ýz.ت                            E=xyz+xy’+x́yźپ. 

  Es=  4=LE   ,2                ب.               3s=6   ,   ELE=    الف.:جواب

  s,  E  9=LE=4                  ت.              3s=8  ,   ELE=                 پ.

 ت آوريد.می نيمال معادل با هر يک ازعبارت های زير را به دس .S.O.P( به کمک نقشه کارنو، عبارت 2

 zýx́+źyx́+ź(x,y,z) = xyz+xy1E         الف(. 

 zýx́yz+x́z+ýx+ź(x,y,z) = xyz+xy2E         ب(.  

 zýx́+źýx́+źyx́+ź(x,y,z)=xyz +xy3E     ث(. 

 ztýx́zt+ýx́+ ́tźyx́+ ́tzýzt+xýx+ ́tźxy+tź(x,y,z,t)=xy4É ت(.    

 xy+z2E=                     ب.             zýx́+źy+ =xy1E           جواب: الف.

 ýx́+źxy+y=3E               يا             ýx́+źx́xy+=3E                           پ.

  tzý+ýx́yt +=4É                         ت.

 مسائل تکميلی حل شده 

 نشان می دهيم، يعنی 70Dرا با  70( مجموعه مقسوم عليه های 1

}                                             1,2,7,10,14,35,70={70D 

را روی اين مجموعه به صورت زير تعريف می کنيم،   ́ضرب( و مکمل گيری )×عمل های جمع + و 

 :70Dϵa,bبرای  

= (1cm(a,b)) کوچکترين مضرب مشرکa+b=(b , a) 

=(gcd(a,b))  بزرگترين مقسوم عليه مشترکa×b=(b,a) 

 á=70/a(    a بر 70 )خارج قسمت تقسيم

 داريم:  14و 10عضو  مثلابًرای دو
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10+14=70  ,    10×14=2  ,  10 ́=70/10=7                                  

10+14=1cm(10,14)=70 ,  10×14=gcd(10,14)=2                              

 هم چنين داريم:

1 ́=70   ,  2 ́=35  ,  5 =́14  ,  7 ́=10,…,70 =́1                               

ريف اعمال تع و 70Dدارای يک مکمل منحصر به فرد هستند خواص زير برای  70D ایبنابراين تمام اعض

 شده بر قرار است.

 به جايی:            جا 1

gcd(a,b)=gcd(b,a)                                                 

1cm(a,b)=1cm(b,a)                                               

 يعنی 5×(2+14) : به عنوان مثال يریپذتوزيع  . 2

 gcd(5,1cm(2,14))=gcd(5,14)= 1                                         

                        gcd(5,2)+gcd(5,14)=1+1=1cm(1,1)=1=14×5+2×5و 

                                (14×5)+(2×5)=(14+2)×5بنابراين  

 نيز می توان نشان داد که  70Dعضای هم چنين برای ساير ا 

a×(b+c)=(a×b)+(a×c)                                                            

a+(b×c)=(a+b)×(a+c)                                                             

 داريم: 70Dϵaاست زيرا برای هر  1عدد  0و عضو 70عبارت است از  1عضو   70Dدر  )3 

a×70=gcd(a,70)=a                                                                        

a+1=1cm(a,1)=a                                                                          

 نيز هست.  1و  0 دارای 70Dبنابراين 

gcd(1,70)=1⇒1×1 =́1                                                                   

gcd(2,35=1⇒2⇒2 =́1                                                                   
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gcd(5,14)=1⇒5×5 =́1                                                                   

gcd(7,10)=1⇒7×7 =́1                                                                   

 داريم:  70Dϵaلذا برای هر 

 ×Dáa)1=70 )عضو صفر                                       

 هم چنين

1cm(1,70)=70⇒1+1 ́=70                                                           

1cm(2,35)=70⇒2+2 ́=70                                                            

1cm(5,14)=70⇒5+5 ́=70                                                            

1cm(7,10)=70⇒7+7 ́=70                                                            

 داريم: 70Dϵaبنابراين هر 

 D ́a+a)70=70)عضو يک                                          

 تعريف شده دارای خاصيت شرکت پذيری نيز هستند. ×( هم چنين می توان نشان داد که + و 5

 تعريف شده يک جبر بولی تشکيل ميد هد.  ́و ×با اعمال + و 70Dبنابراين 

 اعضايی از يک جبر بولی باشند، نشان دهيد: z  و  w، x، y هرگاه  (2

xy+x́y+yw+z=y+z                                                        

 xy+x́ y+yw+z=(x+x ́)y+yw+z=y+yw+z=y(1+w)+z=y.1+z=y+zحل: 

 ولی چهارعنصری تعريف شده وتعيين کنيد که بر روی يک جبرب ( شکل متعارفی تمام توابع بولی را3

 جدول زير داده شده است.   مشخصات آن در

                                                                x    y   f(x,y) 

0    a      a                                                                        

1    1      á                                                                        

á    a      a                                                                        

a    1      0                                                                       

 عبارت است از:  f(x,y)متغيره حل: شکل متعارفی توابع بولی دو 

                                     ́y ́x00y+f ́x01+fýx10xy+f11f(x,y)=f 
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 شکل متعارفی، روابط زير حاصل می شوند. با جای گذاری مقادير داده شده در

(a)                              ́a00a+f01(x,y)=(0,a)        :            a=f 

(b)                                          11=f ́(x,y)=(1,1)        :            a 

(c)                             a01+f ́a10f=a             :        ,a) ́(x,y)=(a 

(d)                              ́a01a+f11(x,y)=(a,1)         :           0=  f 

 a( در a) معلوم است: با ضرب طرفين رابطه a=11f́ تعيين می کنيم زيرا  را  10fو  f  00f  ,01 حال

 خواهيم داشت:

a=a01f 

 بنابراين

(e)                                       =101f            يا            =a01f 

 بنابراين a00f́ 0= خواهيم داشت:  á در  )a (هم چنين با ضرب طرفين رابطه

(f)                                   =a 00f           00=0             ياf  

 داريم:   aدر (c)باضرب طرفين رابطه 

                                                                 a=a01f 

 بنابراين

   =1                                         (g)01f           يا            =a01f    

 

 داريم:  ́ a( درcباضرب طرفين رابطه )

                                                                                 0= ́a10f 

 بنابراين:

(h)                                  =a                               10f         10 0= یاf                  

  خواهیم داشت : (d) در (b)  با جای گذاری

                                                                                0= ́a01f 

 بنابراین:

     (i)                               =a                               01f              10=0یاf 

 نتیجه می شود:  (i)و   (e)از 
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                                                                                 =a01f 

 زیر راخواهیم داشت : بنابراین مقادیر

                 a   000= یا=a , f01f ,   a    01 =0    یا,    f     ́a=11f 

 جدول وجود دارد که عبارتند از : درنتیجه چهارتابع بولی با مشخصات داده شده در

f(x,y)=a ́xy+ax ́y                                                            

f(x,y)=a ́xy+ax ́y+axý ́                                                   

f(x,y)=a ́xy+axy ́+axý                                                     

f(x,y)=ax́y+axy ́+ax ́y+ax ́y ́                                           

جدول زیر بر روی یک جبربولی چهار عنصری وجود  ( آیا یک تابع بولی با مشخصات داده شده در4

 دارد؟

                                         X   y   f(x,y) 

             0   a      a                                                        

1   1      1                                            

a ́  a      a ́                                           

a   1      a                                                        

 حل : خير، مشابه حل مسالهً قبل داريم: 

                                              ́y ́x00y+f ́x01+fýx10xy+f11f(x,y)=f 

 تابع فوق: با جای گذاری مقادير داخل جدول در

(a)                                        ́a00a+f01(x,y)=(0,a)    :    a=f  

(b)                                                    11(x,y)=(1,1)   :   1= f                           

(c)                                       a01+f ́a10=f ́a)     :   a ́(x,y)=(a 

(d)                                         ́a01a+f11(x,y)=(a,1)     :   a=f 

 ( داريم :a) طرفين رابطه در aباضرب 

                                                                     a=a01f 

 بنابراين :

(e)                                          =a01f               01=1                   یاf 

 داريم : (c)طرفين رابطه  در aچنين با ضرب هم 
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                                                                     a=001f 

 بنابراين :

(f)                                             ́a=01f                 01=0                    ا يf 

چ تابع بولی با ( ندارند بنابراين هيe) در 01fچون اين مقادير هيچ اشتراکی با مقادير به دست آمده برای 

 مشخصات داده شده وجود ندارد.

 يد.معادل با عبارت زير را به کمک نقشه کارنو به دست آور P.  S.O.( عبارت می نيمال به شکل5

E=xyzt ́+xýzt+xy ́zt ́+xy ́źt ́+x ́y ́zt+xy ́źt+x́ýzt ́+x́y ́z ́t+x́y ́z ́t ́                    

 معادل با عبارت فوق عبارت است از: حل : نقشه کارنو

y    y     y ́    y ́ 

        x              1   1    zʹ                                                        

x   1           1   1   z                                                    

x ́               1  1   z                                                     

 x ́             1   1    zʹ                                                    

tʹ     t      t     t ́                                                        

 عبارت است از: 2Eمی نيمال  ها، دوحلقه است و 1حلقه های مورد نياز برای پوشاندن  تعداد

                                                                    ́+xzt ́y=2E 

زير نوشته  نقشه کارنو که در معادل با عبارت پنج متغيره ای را .S.O.Pل به شکل ( عبارت می نيما6

 شده است، تعيين کنيد.
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و تا از دها به سه حلقه نيازهست که  1نقشه نشان داده شده است، برای پوشاندن  همان طورکه در حل :

 ست:دو قسمت نقشه هستند وعبارت می نيمال به صورت زير ا حلقه ها بر روی هر

                                        4 ́x3x1+x4x3x1 ́x+5x2x1x 
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